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Presentacion 7

Presentacion

El presente libro pretende formar al ingeniero en el campo de la ingenieria de control; con esta
finalidad, se presentan los conceptos basicos de la teoria de control aplicables a sistemas analgicos y
discretos, unificando ambos dominios desde un mismo punto de vista. El libro afiade una serie de
ejemplos y problemas resueltos en cada capitulo que capacitan al lector para realizar el andlisis y
disefio de diversos sistemas de control. Por este motivo, la presente obra sirve tanto para la formacién
del estudiante de ingenieria como de soporte y apoyo al profesional de la industria.

Para el desarrollo de la obra, se ha aprovechado la experiencia docente adquirida por los autores
durante los dltimos afios en las asignaturas de Servotecnia y Sistemas Electrénicos de Control, en la
especialidad de Ingenieria Técnica de Telecomunicaciones, y Servosistemas, en la especialidad de
Ingenieria Técnica Industrial, de la Escuela Universitaria Politécnica de Vilanova i la Geltru.

El objetivo fundamental de la obra ha sido dar un enfoque a la teoria de control para que su
tratamiento no sea una ciencia aislada, sino que incorpore un enlace con las técnicas mas actuales,
tales como la instrumentacién y el control industrial, introduciendo para ello tanto las nuevas
herramientas de programacion grafica, que constituyen lo que se ha venido a denominar
instrumentacion virtual, como los sistemas de control mas habituales en el entorno industrial, como
son los microcontroladores, microprocesadores y autématas programables (PLC’s).

Con el fin de alcanzar correctamente el anterior objetivo, esta obra se compone de seis capitulos que
se describen a continuacidn:

e En el primer capitulo se realiza un enfoque general de los sistemas de control de tiempo continuo
y discreto, introduciendo el modelado de los mismos para facilitar su comprension y andlisis.

e El segundo capitulo amplia la base de conocimientos sobre los sistemas de control de tiempo
continuo y discreto, centrdndose en las técnicas de andlisis en el dominio del tiempo, por lo que
este capitulo constituye un factor clave en la realizacion del disefio.

e En el tercer capitulo se llevan a la practica el conjunto de conocimientos adquiridos en los
capitulos anteriores, exponiendo con claridad el disefio de los sistemas de control mas
caracteristicos en el dominio temporal.

e En el cuarto capitulo se introduce la metodologia clasica de anélisis de sistemas de control en el
dominio frecuencial, exponiendo en el quinto capitulo la metodologia de disefio pertinente para
estos sistemas, asi como realizando los ejemplos y problemas ilustrativos.

© los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



8 Teoria de control. Diserio electrénico

e El capitulo sexto es el tema con mayor enfoque practico, donde se aplica de forma empirica la
mayor parte de los conceptos explicados en los capitulos anteriores, incluyendo la
implementacién practica de los disefios realizados, empleando para ello los circuitos electrénicos
necesarios, y considerando las técnicas mds recientes de instrumentacién virtual.

Conceptualmente, esta obra cumple los objetivos planteados en su inicio, por lo que representa un
nuevo modo de enfrentarse con las técnicas cldsicas de disefio de sistemas de control, contribuyendo a
una exposicion clara y concisa de los conceptos tedricos y teniendo la capacidad de ofrecer distintas
visiones de las metodologias clasicas de disefio mas conocidas.

La razén y motivo principal que han condicionado el desarrollo y consecucién de este libro ha sido la
voluntad de ofrecer una visién amplia y global de las técnicas de control y facilitar al lector de esta
obra la comprension de las ideas y conceptos mas importantes. Nuestro mas profundo deseo es que
esta obra le sea util como instrumento de soporte y consulta.

Los autores

Vilanova i la Geltra, Abril de 2000

© los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.
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1. Introduccion a los sistemas de control

Desde el punto de vista de la teoria de control, un sistema o proceso esta formado por un conjunto de
elementos relacionados entre si que ofrecen sefiales de salida en funcién de sefiales o datos de entrada.

Es importante resaltar el hecho de que no es necesario conocer el funcionamiento interno, o cémo
actlan entre si los diversos elementos, para caracterizar el sistema. Para ello, s6lo se precisa conocer
la relacién que existe entre la entrada y la salida del proceso que realiza el mismo (principio de caja
negra). El aspecto mas importante de un sistema es el conocimiento de su dinamica, es decir, cémo se
comporta la sefial de salida frente a una variacién de la sefial de entrada. Un conocimiento preciso de
la relacién entrada/salida permite predecir la respuesta del sistema y seleccionar la accion de control
adecuada para mejorarla. De esta manera, el disefiador, conociendo cudl es la dinamica deseada,
ajustara la accion de control para conseguir el objetivo final.

En vista de todo lo expuesto, se puede definir un sistema de control como el conjunto de elementos
gue interactdan para conseguir que la salida de un proceso se comporte tal y como se desea, mediante
una accion de control.

Objetivos SISTEMA DE Resultados
—_— l———
CONTROL
Entradas o referencias Salidas o variables controladas

Planta (sistema o proceso que controlar)
Controlador

Actuadores

Transductores

Detector de Error

Fig. 1.1 Diagrama de un sistema de control

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998. Quedan rigurosamente prohibidas, sin la autorizacion escrita de los titulares del “"copyright", bajo las sanciones est:
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1.1 Tipos de seiales y sistemas

Consideraremos como sefiales las variaciones a lo largo del tiempo de las entradas o salidas de un
sistema. Obviamente, estas sefiales pueden ser de distinta naturaleza, y por tanto sus unidades fisicas
pueden ser diversas. Segin como sea la variacion de estas pedaiems clasificarlas dentro de dos
grandes grupos: sefiales analdgicas y sefales discretas.

- Sefiales analdgicas: Son aquellas cuya variacién, tanto en amplitud como a lo largo del tiempo, es
continua. Es decir, pueden tomar cualquier valor real, en cualquier instante de tiempo.

Amplitud

v

Fig. 1.2 Sefial analdgica

- Sefiales discretas: Este tipo de sefiales no tiene una variacién continua como las anteriores, sino que
su evolucién se rige por un determinado conjunto finito de valores posibles. Segun donde tome este
conjunto de valores, podremos digfilir entre sefiales discretas en amplitud o discretas en tiempo.

- Sefales discretas en tiempo: Sélo tienen valor en instantes de tiempo predeterminados. Y
aunque su amplitud puede ser cualquier valor dentro del rango de los reales, el valor de la sefal
entre dos instantes de tiempo consecutivos no esta definido.

Amplitud

NI

——tt———
Tiempo

Fig. 1.3 Sefial discreta en tiempo

- Sefales discretas en amplitud: En este caso, la sefial toma valor en cualquier instante de tiempo,
pero estos valores de amplitud pueden encontrarse entre los definidos en el conjunto
predeterminado.

Amplitud

»
»

Tiempo

Fig. 1.4 Sefal discreta en amplitud

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



1. Introduccién a los sistemas de control 17

- Sefiales discretas en amplitud y tiempo: Son una mezcla de los dos tipos anteriores, es decir, la
sefial s6lo podra tomar valores predeterminados en instantes de tiempo predeterminados.

Amplitud

LT,

Tiempo

Fig. 1.5 Sefial discreta en amplitud y tiempo

1.2 Sistemas combinacionales y secuenciales

Los sistemas combinacionales y secuenciales pueden clasificarse como sistemas de control basados en
instrucciones légicas. Los datos de entrada y salida al sistema son binarios e indican que los sensores
tienen dos estados o valores (por ejemplo: valvula abierta o cerrada, un indicador activado o no, o un
interruptor pulsado o no). Las decisiones tomadas por el sistema de control son alefofipo se

basan en las condiciones de los datos de entrada.

1.3 Sistemas de control dindmico. Sistemas en lazo abierto y sistemas en lazo cerrado

Dependiendo del tratamiento que el sistema de control realiza con la sefial de salida, pueden
distinguirse dosdpologias de control generales: sistemas en lazo abierto y sistemas en lazo cerrado.

1.3.1 Sistemas en lazo abierto

En este tipo de sistemas, la salida no tiene efecto alguno sobre la accién de control.

Entrada de Sefial de Variable
referencia Control PLANTA controlada
—_— CONTROL » 0 —————

PROCESO

Fig. 1.6 Diagrama de bloques de un sistema en lazo abierto

En un sistema en lazo abierto, la salida no se compara con la entrada de referencia, por ello cada
entrada correspondera a una operacién prefijada sobre la sefial de salida. Se puede asegurar entonces
gue la exactitud del sistema depende en gran manera de la calibracion del mismo y, por tanto, la
presencia de perturbaciones en la cadena (sefiales indeseadas) provocara que éste no cumpla la funcién
asignada.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



18 Teoria de control. Disefio electrénico

Para poder considerar una topologia en lazo abierto, es necesario conocer la relacién entrada/salida y
garantizar la inexistencia de perturbaciones externas o de variaciones de los parametros internos del
sistema. Esto es, en general, dificil de cumplir en la practica, y su realizacion implica sistemas
excesivamente caros.

Un ejemplo de este tipo de topologia se puede encontrar en el control de un cabezal de maquina de
escribir electrénica. En este sistema, la entrada viene dada por el teclado; la sefial generada por éste se
procesa y se genera la accion de control, que provocara, como salida, la rotacién del cabezal a la
posicién adecuada y la impresion de la letra deseada.

Amplificador

de potencia| | Motor DC |—

Teclado |—»] Microprocesador [—»

Cabezal

Fig. 1.7 Diagrama de bloques del control de un cabezal de impresion
Como se puede suponer, una perturbacion de origen externo puede falsear la sefial en cualquier punto
de la cadena y como resultado obtendremos una salida diferente de la deseada.
1.3.2 Sistemas en lazo cerrado

En los sistemas de control en lazo cerrado, la sefial de salida tiene efecto sobre la accién de control. A
este efecto se le denomirelimentacion

Entrada de Sefial de Sefial de Variable
referencia Error Control Controlada

DETECTOR | conTroL .| PLANTA 0 N

’| DE ERROR i’ | PROCESO s

7y

ELEMENTO [,
DE MEDIDA

Fig. 1.8 Diagrama de bloques de un sistema de control en lazo cerrado

La sefial controlada debe realimentarse y compararse con la entrada de referencia, tras lo cual se envia
a través del sistema una sefal de control, que sera proporcional a la diferencia encontrada entre la
sefial de entrada y la sefial medida a la salida, con el objetivo de corregir el error o desviacién que
pudiera existir.

La principal ventaja de los sistemas de control en lazo cerrado es que el uso de la realimentaciéon hace
al conjunto menos sensible a las perturbaciones externas y a las variaciones de los parametros internos
gue los sistemas en lazo abierto.
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1.4 Caracterizacion de un sistema lineal invariante en el tiempo

1.4.1 Modelo de un sistema

Un sistema fisico puede caracterizarse dindmicamente a través de las ecuaciones diferenciales que
describen las leyes fisicas que rigen el comportamiento de dicho sistema.

Se debe de tener en cuenta que una descripcién completa y precisa del sistema fisico puede resultar
demasiado compleja y laboriosa; por ello debemos modelar el sistema llegando a un compromiso entre
la exactitud y la sencillez requeridas al sistema. En cualquier caso se debe garantizar que el modelo
obtenido responda a las exigencias iniciales del estudio, pues ello determina el rango de validez de un
modelo (por ejemplo: alta frecuencia en un estudio circuital). De hecho, un modelo sera valido
mientras se cumplan las hip6tesis que han permitido simplificarlo.

Por ultimo, ha de indicarse que el campo de estudio del modelado de sistemas se encuentra
actualmente en fase de determinacién de las reglas de identificacion de sistemas, utilizandose para ello
software de alto nivel.

1.4.2 Clasificacion de sistemas

Los sistemas pueden clasificarse en sistemas lineales y no lineales; otra posible clasificacion los divide
en sistemas variantes o invariantes en el tiempo.

* Sistemas lineales: son aquellos que pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales lineales.
La propiedad mas importante es que permiten el principio de superposicion. Esta propiedad puede
utilizarse para determinar de un modo experimental si un sistema es o no lineal.

* Sistemas no lineales: son aquellos que no son lineales; es decir, se caracterizan por ecuaciones
diferenciales no lineales. En realidad todo sistema es no lineal, aunque la mayoria es linealizable a
tramos (circunstancia que se utiliza para poder caracterizar un sistema no lineal como uno lineal en
un entorno determinado). En este tipo de sistemas, el principio de superposicion no es aplicable.

v
v

Saturacién de un operacional Caracteristica cuadratica Zona muerta
de un diodo

Fig. 1.9 Ejemplos de sistemas no lineales
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Linealizacién:

Dada una funcién no lineal y = f(x), su linealizacion en el entorno de un determinado punto de trabajo
(X0, Yo) Se obtiene de la forma siguiente:

Yo |

dondey - yq :g%a [Qx—xo)

X=Xy

Xo «

Que coincide con la ecuacion de la recta de pendiente igual a la derivada de la funcion no lineal en el
punto &, Yo), Y que pasa por dicho punto. Debe observarse que la diferencia entre la recta y la funciéon
no lineal indica el rango de validez del modelo, es decir, la tolerancia permitida debe ser mayor que
dicha diferencia.

1.4.3 Funcién de transferencia

En general, cualquier sistema lineal invariante en el tierBhTY puede modelarse mediante una
ecuacion diferencial de la forma:

ag YW +a y" D+ gy 4ay= phxM+ pxMDe px ™2 4 px

n (1.2)
donde: §n)=% ; m’om
t

Esta ecuacion diferencial relaciona la sefial de salida y(t) de un sistema con la sefial de entrada x(t) al
mismo, y permite conocer la respuesta de dicho sistema a una sefial de entrada determinada, mediante
su resolucion. A esta ecuacion diferencial se le denoseinacion caracteristica del sistema

Sin embargo, el tratamiento analitico del sistema a través de la ecuacion caracteristica diferencial es,
en general, complejo. Es por ello que se introduce el concefita@én de transferencia

La funcién de transferencia de un sistema lineal invariante en el tiempo se obtiene realizando la
transformada de Laplace de la ecuacion caracteristica del sistema, con condiciones iniciales nulas.

Ecuacion caracteristica:

ag YW +ay™+ gyt 4 ay= pxM+ hxMDe pxM2A 4+ px (1.2)
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Tl/m =0

-1
@:G(g):boéﬂ+q§11+ """ * B (n= m) (1.3)
X(s) ag $'+a §7+..#a,
donden = orden del sistema
Modelo del sistema:
X(s) Y(s)
—— SLIT (—mm
Funcién de transferencia: G(S) % conCl=0

La funcién de transferencia 'contiene’ toda la informacién de la dinamica del sistema.

En concreto, la caracteristica dinamica del sistema depende fundamentalmente de las raices del
denominador de la funciéon de transferencia; estas raices se denominan polos de la funcién de
transferencia. Al polinomio obtenido en el denominador de una funcién de transferencia se le
denomingpolinomio caracteristico

Para que un sistema sea fisicamente realizable, el orden del denominador debe ser mayor o igual (de
hecho en la practica siempre es mayor) que el orden del numerador, de este modo se garantiza que el
sistema es causal.

Ejemplo 1.1
L R
o_fWY\_W\/\__O
-0
i
2 C —— &
o 0

Fig. 1.10 Circuito RLC

Para obtener la funcion de transferencia del circuito de la figura deberan seguirse los siguientes pasos:

1.- Plantear las ecuaciones diferenciales que definen cada elemento, esto es, aquellas que se
obtienen a partir de las leyes fisicas que rigen el comportamiento del sistema.
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1,
e = LE-+R0O+e, 2
2 dt 0 e =tcd % s ref e,
EEC % dt? dt
dt

2.- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas.

Eo(9 _ 1
Ei(9 LCE?+ RCs+1

T/ O Ei(s):[LCE§+ RQs 1] 0 & )01

Debe observarse que la descripcién de un sistema mediante su funcién de transferencia permite asignar
caracteristicas temporales a la posiciéon de los polos en el plano S, lo cual proporciona mayor
versatilidad que la descripcién mediante la ecuacion diferencial caracteristica. Asi, por ejemplo, puede
afirmarse que el sistema tiene un comportamiento como oscilador cuando R=0, dado que, en este caso,
Sus raices son imaginarias puras.

r=op 9.1 . :
B9 Lc+1 s+ WLC)(fs- NLC)

Por ultimo, resaltar que la funcién de transferencia no ofrece informacion sobre la estructura fisica del
sistema, con lo cual diversos sistemas fisicos pueden tener la misma funcion de transferencia,
aplicandose, de este modo, el concepto de sistema analogo. Los sistemas analogos son Utiles cuando
alguno de los sistemas es complejo, caro, fragil o de respuesta muy lenta (por ejemplo, en aplicaciones
con prototipos electrénicos).

1.5 Caracteristicas de un sistema de control de tiempo continuo

1.5.1 Topologia en lazo abierto

Sist. Control
R(s C(s
—’( ) GLa(s) ( )’
Entrada Salida

GLA(S) = €6) (relacion entrada / salida)
R(s)

Recordemos que un sistema de control, generalmente estara formado por diversos sistemas (planta,
control, etc.). La topologia tipica en sistemas en lazo abierto es:
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CONTROL PLANTA
R(s) M(s) C(s)
— Gc(s) | G(s) ———
Entrada de Sefal de Variable
referencia Control controlada

Fig. 1.11 Diagrama de bloques de un sistema en lazo abierto

Obteniéndose:c(s) = M(s) DC(S) =

R(9 R(9 M(

Gc(9 03 $ como funcion de transferencia del sistema. (1.4)

1.5.2 Topologia en lazo cerrado

Detector Error Pto. bifurcacion
| CONTROL PLANTA |
R(s E(s M(s C(s
© 5 EO [og MO e (s)
B(s
(s) HE) |

ELEMENTO DE MEDIDA

Fig. 1.12 Diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado

El detector de error produce una sefial resultante de la diferencia existente entre la referencia de
entrada y la sefial de realimentacién del sistema (realimentacion negativa). La sefal originada en el
detector de error se denomsefial de error

El punto de bifurcacién permite trasladar la sefial de salida al punto de entrada, efectuando asi la
realimentacion deseada.

El elemento de medida es un transductor o sensor que mide el valor de la sefial de salida y adapta la
naturaleza sus caracteristicas a las necesarias para poder realizar la comparacion con la sefial de
referencia (Ejemplo.: No podemos comparar la velocidad de un motor si la sefial de referencia es
eléctrica, debemos realizar una conversién velocidad-tensién). Generalmente, sus caracteristicas
dinamicas son mas rapidas que las propias del sistema que se debe controlar (adquisiciéon de sefial
mucho mas rapida que la dinamica propia del sistema); en este caso se puede considerar H(s) = k; en
el caso k =1 se dice que existe realimentacién unitaria; si no fuese asi, deberiamos considerar las
caracteristicas dinamicas del elemento de medida a través de su funcidn de transferencia H(s).

Definiciones:

1. Funcién de transferencia en lazo abierto (ganancia de lazo):

GLA(S) = % = Gc(s)YIG(s)PH(s) (1.5)
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2. Funcién de transferencia directa:

_ 6 _
GD(s) = Es) Ge(s)IG(s) (1.6)
3. Funcion de transferencia en lazo cerrado:
Gios) = SO GcEIE) _ CGo(9 wn

R(s) 1+Gc(SG(SPH(S) 1+Gia (9

Cabe destacar, por ultimo, que en el caso para el cual se cumpla que la ganancia de la funcién de
transferencia directa es alta (Gc(s)-G(s) >> 1) y se posea realimentacion unitaria (H(s) = 1), la sefial de
salida y la sefal de entrada son iguales, lo cual proporciona una robustez muy importante frente a

perturbaciones externas y variaciones de parametros internos:

* Sistema en lazo cerrado sometido a una perturbacion:

JN(S)
R(S) Es) Ei(s) +1%, ExAS)
_

C(s)

" Gi(s) ———O— G(s)

B(s)

H(s)

Fig. 1.13 Perturbacion externa representada por N(s)

Aplicando superposicion, se obtiene la sefal de salida:

Ga(9 Gi(9 GA9

O e O oG HE -
Comparando con la salida que se obtendria en lazo abierto:
C(9=G(30N 3+ G( p & )s] R)s (1.9)

Se observa como se ha reducido la sensibilidad del sistema frente a perturbaciones externas; en
concreto, si la ganancia de lazo es elevada, la sefal de salida depende exclusivamente de la funcion
de transferencia de la realimentacion, aunque ello puede acarrear problemas de estabilidad
adicionales.
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* Reduccién de la sensibilidad frente a variaciones internas.

R(s)+: E(s) G(S)+AG(S) G(s)

v

Fig. 1.14 Variaciones internas de la funcién de transferencia representadd&pe)r

La funcién de transferencia en lazo cerrado es:

_ __G(9+AG3 by G(9 AG(9
Cy(9= A3+8 G p= s P RO = AR+ L ARG (110)

AG(9
1+G(9

lazo abierto C:\,($|LA =Q3+ACE = REIG)sA ©OE (R reduciéndose de este modo la

sensibilidad del sistema frente a variaciones de parametros internos. De hecho, un sistema en lazo
abierto exige componentes mas precisos, mejor calibracién y es, por lo tanto, mas caro.

asi: AC(9 =

R(9 , que es menor que el efecto que obtendriamos en el caso del sistema en

1.6 Diagrama de bloques
Caracteristicas de un diagrama de bloques:

1- Es una representacion grafica del flujo de sefiales y de la funcion realizada por cada componente
de un sistema.

2- Refleja una caracteristica unilateral (salida/entrada).

3- Dado un diagrama de bloques, el sistema al cual representa no es Unico, ya que contiene
informacion respecto a su comportamiento dindmico y no sobre su constitucion interna.

4- El diagrama de bloques de un sistema dado no es Unico (depende de la definicidn de variables
internas); sin embargo, la funcién de transferencia resultante si es Unica.

Técnicas de trazado del diagrama de bloques:
1- Describir las ecuaciones diferenciales de cada componente del sistema.
2- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones nulas.

3- Representar individualmente el diagrama de bloques de cada ecuacién diferencial.

4- Unir los bloques a través de sus variables de entrada y salida.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



26 Teoria de control. Disefio electronico

Ejemplo 1.2
R
o VWA o
—_—
i
) cC —— 2
o 0

Fig. 1.15 Circuito RC

1.- Plantear las ecuaciones diferenciales.
=& "%
R
1.
e = < I i [t

0
B
0
0
H

2.- Aplicar la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas.

SR TCRAC
O 1
EEo@ _Es[ﬂ(s)

3.- Representacion individual.

E(s) I(s) I(s) Eo(s)

— 20— 1R [——— ——— 1/cs

Eo(S)

Fig. 1.16 Representacion de las transformadas como funciones de transferencia

4.- Unir bloques individuales.

Ei (S)

—o0—f R

I(s) 1/Cs Eo(S)

v

Eq(S)

Fig. 1.17 Diagrama de bloques global del sistema

Eo9 _ *Res . 1

Con lo cual la funcién de transferencia resulta: =
Ei(9 1+ }I/?Cs RCs+1
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Debe observarse que la metodologia presentada exige una ordenacion adecuada de las variables
intermedias, de manera que la posterior union de los diagramas individuales pueda realizarse de un
modo simple; de hecho, es necesario que las variables intermedias aparezcan so6lo una vez como
resultado de un diagrama de bloques individual.

Algebra de bloques:

El conjunto de reglas que permiten simplificar la estructura de un diagrama de bloques se denomina
algebra de bloques; debe indicarse que, al aplicar dichas reglas, el diagrama resultante es mas simple,
pero los nuevos bloques individuales son mas complejos. Para aplicar adecuadamente algebra de
bloques, es necesario verificar que el producto de funciones de transferencia en sentido directo o en un
lazo se mantenga constante tras la operacion efectuada.

Diagramas de blogues originales Diagramas de blogues equivalentg

[

A AB AB+C
)

B? C?

L>A+C &x‘

o o

A-B+C

k.

A A-B+C
—

A AG1 AG1Gz

e e

A AG1 AG1Gz

A GG, AG1G2

Fig. 1.18 Reglas del dlgebra de diagramas de bloques
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Diagramas de bloques originales

Diagramas de blogues equivalentg

[

A @A-B AG-BG

A AG gAG—BG

7
B o
A AG
e el
8
AG
o,
e | e
9 A AG [ 1 | A
e G
B
A-B ¢
A A-B
10 A-B A
? A-B
j }
B
AG+AG,;
—
11 %
&) B
12
A G, B
13 1+G,G,

Fig. 1.19 Reglas del algebra de diagramas de bloques (continuacion)

Metodologia usual de sintesis:

1.- Desplazar puntos de bifurcacién y puntos de suma.
2.- Intercambiar punto de suma.

3.- Reducir los lazos internos de realimentacion.
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Ejemplo 1.3

Fig. 1.20 Diagrama de bloques de mdltiples lazos

Paso 1
( ) H,
C
—>
Paso 2
( ) Hp
Gy
R C
W% % GiGy s
)X 1-G,GoHs '| Gs I >
(Paso 3)
R G1G2G3 C‘
1-G1G;H1+G,G3H2 g
(Paso 4)
R G1G,G3 C;
— > >

1-G1GoH1+GoG3H2+G1GoG3

Fig. 1.21 Reduccion sucesiva del diagrama de bloques de mdltiples lazos
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1.7 Sistemas de control en tiempo discreto

Un sistema de control en tiempo discreto se caracteriza principalmente por realizar un procesado,
mediante alguno de sus elementos, de sefiales discretas en el tieropoldgid tipica de un sistema
discreto es la que se puede observar en la figura siguiente:

CONTROL
Sefial de error DIGITAL PLANTA Sefial de salida
R(s E C(s
—()+» ©),] ap , | DA | G(s) )
Sefal de
referencia «

ELEMENTO DE MEDIDA (sensor)

Fig. 1.22 Diagrama de bloques de un sistema de control discreto
Respecto a los sistemas analégicos se observa la inclusion de algunos elementos nuevos:

* Control digital o discreto: Sistema procesador disefiado para que el sistema de control logre las
especificaciones requeridas. Este sistema trabaja u opera en instantes de tiempo predeterminados,
multiplos del periodo de muestreo y es, por tanto, un sistema sincrono. La operatividad del sistema o
su funcionamiento de procesado queda caracterizada plenamente mediagteasidn en
diferencias

x(n) CONTROL] y(n
DIGITAL

t=nT
P Q

y(m =Y apym p+d g0k Y (1.11)
p=1 q=0

donde: y(n) = muestras de salida del sistema procesador.

x(n) = muestras a la entrada del sistema procesador.

* Necesidad de interfaces A/D y D/A para convertir sefiales continuas en sefales discretas y sefiales
discretas en sefiales continuas, respectivamente. Permiten la introduccién de un procesador discreto
en el sistema de control y reconstruyen temporalmente la sefial discreta en una sefal continua en el
tiempo.

La topologia anterior es tipica en sistemas discretos; sin embargo, no es la Unica topologia posible.
Una alternativa a la anterior se caracterizaria con el siguiente diagrama de bloques:
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Entrada de Variable
referencia PROCESADOR . DIA .| PLANTA o | controlada
DIGITAL ! "l PROCESO ’

AD ¢ SENSOR |¢

Fig. 1.23 Diagrama de bloques alternativo de un sistema discreto

En este caso el procesador digital incluye el detector de error y el control discreto del sistema. Debe
observarse también que, en este caso, la sefial de referencia es una sefial digital, a diferencia de la
topologia anterior, que poseia una sefial de referencia analdgica. Sin embargo, la caracterizacién del
sistema se puede realizar del mismo modo que en el caso anterior.

Debe observarse que el periodo de muestreo T depende fundamentalmente del tiempo de ciclo del
programa que ejecuta el algoritmo de control; asi, normalmente el tiempo de ciclo de programa suele
ser mayor que el periodo de muestreo de los conversores A/Dgtmslcasos, el pedo de

muestreo se disefia para que sea mayor que el tiempo de ciclo (cuando las constantes de tiempo del
proceso o planta son muy grandes), utilizandose el resto de tiempo del procesador para realizar
funciones de transmision y representacion de datos o, simplemente, funciones de gestion de posibles
alarmas.

Ventajas del muestreo en sistemas de control:

- Mayor facilidad de realizacion.

- No existen derivas (ruido, interferencias, etc.).
- Son mas compactos, menos pesados.

- Menor coste.

- Flexibilidad de programacion.

1.8 Muestreo y reconstrucciéon

Se ha indicado previamente la necesidad de incluir dos sistemas importantes en un sistema de control
en tiempo discreto:

* A/D: elemento encargado de muestrear, mantener y codificar la sefial continua para lograr una sefial
digital que actuara como sefial de entrada del controlador digital. Su estructura interna tipica es:

SAMPLE CODIFICADOR

— AD |— <& —{ —x_ [ HOLD | N bits

Fig. 1.24 Estructura interna del bloque A/D
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* D/A: elemento encargado de decodificar y reconstruir la sefial digital para lograr una sefial continua
en el tiempo que actuara como sefial de entrada de la planta anal6égica. En general, no es deseable
aplicar una sefial muestreada a una planta anal6gica debido a los componentes inherentes de alta
frecuencia presentes en la sefial discreta. Por esta razon, al elemento reconstructor también se le

denomindiltro de alisado

Observando la topologia tipica de sistemas de control en tiempo discreto, surge la necesidad de
caracterizar los procesos del muestreo y reconstruccion de las sefiales, con el propésito de facilitar su

analisis.
* Caracterizacion del muestreo ideal: se define el muestreador ideal como un sistema que efectla la
siguiente operacion con la sefial continua:

e ()= fe(t)m( t- kT) (1.12)
k=0

donde: e*(t) = sefal discreta resultado del muestreo.
e(t) = sefal de entrada al muestreador.
T = periodo de muestreo.

o(t) = funcion delta de Dirac.

Debemos observar que el muestreo ideal origina una sefial que solo esta definida en los instantes de
muestreo (multiplos del periodo de muestreo) y cuya amplitud es el producto de la amplitud de la sefial
continua en el instante de muestreo por la funcion impulso (amplitud infinita y area total unitaria); en
conclusién,el muestreo ideal n@uede implementarse en la practigaero, como veremos mas
adelante, permite modelar perfectamente todo el proceso de muestreo y reconstruccion.

Gréaficamente el resultado es:

e*(t)
] e(t)
0 T 2T 3T t
Fig. 1.25 Muestreo ideal

El muestreador ideal también es conocido como modulador de impulsos, ya que verifica la ecuacion:
e () =g )BT(Y (1.13)

donde: &t(t)= tren de impulsos.
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or(t)
0 T 2T 3T t
Permitiendo el modelo:

MODULADOR

MUESTREADOR DE IMPULSOS
e() ex(t) e(t) ex(t)
S > = | -

on(t)

Fig. 1.26 Muestreo ideal como una modulacién de impulsos
* Propiedades de la sefial muestreada de forma ideal:

Aplicando la transformada de Laplace en la expresion de una sefial muestreada:

£ (t) = gf(kT) 3(t —KT) (1.14)
k=0
f*(t):f(t)Dié(t—kT) =f () BT() (1.15)
k=0
F (9= g f(kT)CL[8(t- kT)] = %f(kT) e kTs (1.16)
k=0 k=0

En conclusion la transformada de Laplace de una sefial muestreada no es una funcion polinémica,
por lo que no sera util para trabajar con sistemas discretos y serd necesario buscar una
transformacion alternativa que permita operar con funciones polinémicas en dichos sistemas; a esta
nueva transformada se la denomintaadsformada Z

Puede demostrarse una expresion alternativa de la transformada de Laplace de una sefial muestreada
.. * 1.2 . 21 .
definida por: F (9 :?DZ F(st jlhws), donde us = T De este modo puede afirmarse que la
n=0
transformada de Laplace de una sefial discreta es periddica de pexgdeiificando que si;ses

un polo de F(s)] es polo de *R )41 s + jnows es también polo de*E).sLa representaciéon en
plano transformado de Laplace implica una repeticién en bandas centradas de |as raices
(polos y ceros) de la sefal muestreada. La banda principal se denomina banda primaria y el resto de

. . . . .- 7 *
bandas se denominan bandas complementarias. Si la localizacién de los polos y ce(csee F s
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conocida, entonces queda automaticamente determinada la localizacion de las raices en el resto del
plano.

Aij
................................ (305
X 2 ,
------->E---O---- Jws Banda complementaria
‘ . Wg
------------- R R R Ji
% 2
O) » . -
x O pig Banda primaria
. ; Ws
............. S— ]
X _ 2
""";E"‘O"" ~JWs Banda complementaria
_____________ | 305
172

Fig. 1.27 Raices en el plano S de la transformada de Laplace de una sefial muestreada

* Caracterizacion de la reconstruccion de sefial: El dispositivo mas simple de reconstruccién de datos,
y también el mas comun, es el mantenedor de orden cero (ZOH). El mantenedor de orden cero
proporciona fundamentalmente, como valor de la sefial de salida, el valor de la ultima muestra
recibida a su entrada:

e(t) = g kT) kKT< t<(k+3T

B

— L €®
ex()

0 T 2T 3T t

Fig. 1.28 Reconstruccion efectuada por el ZOH

El mantenedor de orden cero es un sistema que no necesita memoria, a diferencia de otros tipos de
mantenedores de datos, por esta razén es mas econémico y el mas utilizado de todos ellos.

La respuesta impulsional de un mantenedor de orden cero se puede expresar como:

Gon(h =u() - u(t-T) (1.17)
3(t) Oon(t) ¢
1
t T t
ENTRADA SALIDA
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Aplicando la transformada de Laplace a esta respuesta impulsional, obtenemos la funcién de
transferencia del mantenedor de orden cero:

_ A Ts
gon() = U9~ W= DO T~ Gon(3=2"5— (118)

Notese que esta funcion de transferemcecorresponde a ningun dispositivo fisiporque se ha
deducido suponiendo funciones impulso en la entrada del mantenedor de orden cero; sin embargo, si
se utiliza junto con el muestreo ideal, proporcionan una buena descripcion matematica del
procedimiento de muestreo y reconstruccion real de las sefiales de un sistema de control en tiempo
discreto.

1.9 Teorema del muestreo

Los sistemas de control en tiempo discreto conllevan de manera inherente operaciones de muestreo y
reconstruccion de sefiales. Estos procesos deben verificar en todo momento el teorema del muestreo,
siendo este teorema fundamental en sistemas discretos, como se comprobara a continuacion.

Sea una sefal f(t) con espectro de banda limitada:

4

[ [F(joo)]

-Gy Wy W

Fig. 1.29 Espectro de la sefial f(t)

dondewy, es la maxima frecuencia que presenta f(t).

Segun la expresiéﬂF*(g =%Dz F(st jChws), el muestreo ideal equivale a una repeticion de este
n=0

espectro centrado enum; con nLJ N.

De este modo el espectro de la sefial muestreada con muestreo ideal puede sufrir dos situaciones
diferentes:
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a) s = 20;

817

Ws Ws
2 2

Fig. 1.30 Repeticion del espectro de la sefial debido al muestreo

Suponiendo que el mantenedor de orden cero es un filtro pasa bajos ideal, se obtendria la sefial previa
al muestreo como salida del mismo. Sin embargo, un filtro paso bajos ideal no es causal, y por ello el
mantenedor de orden cero distorsiona y no elimina totalmente las componentes en alta frecuencia de la
sefial muestreada, notandose mas este efecto cuanto menor es lawgtaciBn conclusion, interesa

trabajar siempre con la relaciéwwy, lo mas grande posible, despreciando de este modo los efectos

del muestreo y reconstruccion.

b) ws < 20

-~

F (joo)

\ 4

Fig. 1.31 Superposicion de espectros (aliasing)

En este caso aparece un efecto de superposicién de espectros que provocan que no sea posible
recuperar la sefal original previa al muestreo a partir de la sefial muestreada, ni en el caso en el cual se
realice un filtrado con filtro pasa bajos ideal. A este efecto se le denati@simgy siempre debe

evitarse en un proceso de muestreo.

A la vista de las dos situaciones anteriores, se desprende la siguiente afirmacion:

Teorema de Shannon (o del muestreo): "La minima frecuencia de muestreo para poder recuperar una
sefial previa al muestreo, a partir de la sefial muestreada a través de un filtro pasa bajosideal es
2wy, dondew, es la maxima frecuencia que presenta la sefial a muestrear."
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Para poder recuperar la sefial original previa al muestreo a partir de la sefial muestreada, es necesario
efectuar un filtrado paso bajo. Debe observarse que este filtrado ideal no puede realizarse en la
practica debido a que un filtro con caracteristica espectral rectangular no es causal. Dicho filtrado se
realiza normalmente mediante el mantenedor de datos de orden cero. En este caso la expresion del
espectro del filtro resultante es:

seﬂ%%
T T ser((*)T ) : .
Can(3="5" 0 G =1 =7 Vo) ey om” 09s0
oh S ohlJ i w‘% ws T
Wsg

Gon(jw) = %Bin%’%sg@_j%s (1.19)

En la figura siguiente se observa como este filtro distorsiona la sefial recuperada debido a un filtrado
bastante alejado del ideal; este filtrado mejora cuanto mayor es la frecuencia de muestreo,
proporcionando un resultado que coincide con el previsible a partir de una observacién en dominio
temporal.

Filtro ideal
Filtro ZOH

v

Fig. 1.32 Distorsion del espectro de la sefial al recuperar con ZOH

1.10 La transformada Z

La transformada Z es una herramienta clasica para el analisis y sintesis de sistemas discretos. Se
obtiene aplicando la transformada de Laplace en sefales discretas, y su principal ventaja reside en la
propiedad de transformar expresiones de tipo exponencial en expresiones polindmicas.

Sea la sefial muestreada:
[o0) [o0)

X' (t) = 3 x(Y) B(t-kT) = 3 x(kT) [3(t - kT) (1.20)
k=0 k=0
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Aplicando la transformada de Laplace, se obtiene:

L[x*(t)] = ix(t)@_kTs = gx(kT) e kTs (1.21)
K=0 K=0

donde T es el periodo de muestreo.
Puede observarse que esta expresion es dificil de tratar debido a su naturaleza.
Si utilizamos el cambio de variable:
z=¢'s (1.22)
Surge, de este modo, la definicion de transformada Z:

X[z] = %x(kT) K (1.23)
k=0

La transformada Z esta relacionada inherentemente a un proceso de muestreo. De hecho, Unicamente

puede aplicarse sobre sefiales muestreadas, y en el proceso de realizacion de la antitransformada Z se

obtiene una sefial muestreada. En conclusion, ello implica que diversas sefiales continuas puedan tener
la misma transformada Z debido a que posean la misma sefial muestreada.

Por otra parte, debe indicarse que la transformada Z ofrece como solucién una serie que permitird una
expresiéon en forma de cociente de polinomios cuando converja; ello limitara el estudio a través de
dicha expresion a zonas del plano Z donde se garantice la convergencia.

* Transformacion de zonas del plano S al plano Z:

Transformacion de un punto del plano S:
s=-o+jwl z=€°= 6Mcos@ TH [KsinoT] (1.24)
De este modo:

Rdz] = e os@T); Im[z] = &7 Sin@T) (1.25)

De la misma forma es posible transformar todos los puntos del plano S comprendidos en el interior
de la banda primaria, como se puede observar en la figura 1.33:

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



1. Introduccién a los sistemas de control 39

4jw Im[z]

\\\”

Fig. 1.33 Transformacién de la banda primaria del plano S al plano Z

En conclusion, por periodicidad todas las bandas complementarias se transforman de forma analoga a
la banda primaria. Asi, todo el semiplano izquierdo del plano S se transforma en el interior del circulo
de radio unidad en el plano Z, todo el semiplano derecho se transforma en el exterior del circulo de
radio unidad y el eje imaginario se transforma en el propio circulo de radio unidad, determinando de
este modo, la frontera de estabilidad. Debe observarse que el nimerguiEridades en plano Z es

finito, a diferencia de lo que ocurria en el plano S, debido a la coincidencia en la transformacion de las
bandas complementarias respecto a la primaria.

1.11 Respuesta temporal de un sistema lineal invariante anal6gico frente a una
entrada muestreada

Un sistema lineal invariante analdgico queda plenamente caracterizado por su respuesta impulsional o
por su funcién de transferencia (transformada de Laplace de la respuesta impulsional).

Frente a una entrada continua, el sistema proporciona una sefial continua a la salida, resultado de la
convoluciéon analdgica entre la sefial de entrada y la respuesta impulsional del sistema. La
transformada de Laplace de esta sefial es igual al producto de la transformada de Laplace de la sefial
de entrada por la funcién de transferencia del sistema.

X(t) y(®=x(O h(t)
xe | MO HO) gz X6

Fig. 1.34 Respuesta de un sistema continuo a una entrada continua

La respuesta de un sistema analégico frente a una sefial muestreada también sigue siendo continua, y
se puede caracterizar mediante la expresion:

00

o(t) = 3 r(KT)Co(t- KT) (1.26)

k=0
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t *(t t
W A_rO [ el
R(s) | R*s) C(s)=G(s)R*(s)

Fig. 1.35 Respuesta de un sistema continuo a una entrada discreta

v

Es importante enfatizar la influencia del periodo de muestreo en la sefial de salida; debe observarse en
la expresion anterior que el simple hecho de cambiar el periodo de muestreo implica, de un modo
directo, cambiar la sefial de salida. En concreto, el aumento del periodo de muestreo origina una sefal
de salida mucho mas diferenciada respecto a la sefial de salida del sistema frente a la misma sefial de
entrada sin muestrear, tendiendo a tener mayor sobreimpulso y perdiendo, por tanto, estabilidad
relativa. Estos efectos pueden observarse en la grafica siguiente.

Amplitud
2 T T T T T T
Sistema muestreado
15k - - - - S Nt
Sistema sin muestrear

iF- - - A - - - B

osf - - f N
Mantenedor de orden 0
0 L L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Tiempo (seg)
Fig. 1.36 Respuesta al escaldn de un sistema discreto con periodo de muestreo T=0.2 seg.

Amplitud
2 T T T T T T
Sistema muestreado
P N e ]
Sistema sin muestrear

L S N TSR \ N B

ost
Mantenedor de orden 0
0 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Tiempo (seg)
Fig. 1.37 Respuesta al escaldn de un sistema discreto con periodo de muestreo T=0.08 seg.
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El problema de caracterizacién de esta sefial de salida es dificil de realizar por procedimientos
habituales, y se plantea la cuestion del conocimiento de la sefial de salida muestreada para, con las
herramientas que disponemos en el dominio discreto, utilizar métodos de andlisis semejantes a los
usados en el domino continuo:

;(t()S) é ;((Z) 190c® C(S)=(C:S(Z)R*(S) 7T\ -
c(t)= ki o(KT)B(t- KT) (1.27)
=0
donde: ¢ kT) % ¢ NnTHG kT nT)es la expresion de la convolucion discreta.  (1.28)
n=0
La sefial g( X= ki g kT)I3( + kT)se denominaespuesta impulsional discreta (1.29)
=0

y permite caracterizar el sistema como un sistema discreto que ofrece una sefial de salida discreta al
tener una sefial de entrada muestreada. Cumpliéndose asi la propiedad: C)Z ( R, Zofde

G(2) es lafuncion de transferencia en ue puede obtenerse aplicando la transformada Z sobre la
respuesta impulsional discreta.

De este modo, la caracterizacién del sistema y el conocimiento de la sefial de salida muestreada es
sencillo; sin embargo, por esta metodologia Unicamente se puede conocer la sefial de salida en
instantes de muestreo y no la sefial continua de salida que fisicamente se genera en el sistema.
Obsérvese que este efecto no es muy importante cuando el periodo de muestreo es mucho mas
pequefo que las constantes de tiempo del sistema analdgico.

* Aplicacion de la transformada Z a la resolucion de ecuaciones en diferencias:

Un algoritmo que procesa sefiales muestreadas puede representarse mediante la resolucion de una
ecuacion en diferencias de la forma:

P Q
Y= apOKn-p+ 3 a0k m Y (1.30)
p:]_ q:O

Para resolver esta ecuacion en diferencias puede aplicarse la transformada Z utilizando los teoremas
de desplazamiento:

Z[ft-nT)]=2"F@2 (1.31)
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.0 n-1 0
Z[ft+nT)]=z IF(2- Y f(kNZ ™0 (1.32)
g k=0 8

Ejemplo 1.4

El sistema de la figura procesa las muestras de la sefial de entrada mediante un algoritmo
representado por la siguiente ecuacion en diferencias:

yIKT] = 0.5-X[KT] - 0.495-X[(k-1)T] + 0.995-y[(k-1)T]

X[KT] y[KT]
——— | PROCESADOR}————»

donde x[KT es el valor de la muestra de la sefal de entrada en el instante de muestreo KT, y
X[(k-1)T] se corresponde con el valor de la muestra de entrada en el instante de muestreo
inmediatamente anterior.

1.- Aplicar la transformada Z a la ecuacion en diferencias.
TZ{y[KT ]} = 0.5-TZ{x[KT]} - 0.495-TZ{x[(k-1)T]} + 0.995-TZ{y[(k-1)T]}
2.- Realizar la transformacién haciendo uso de los teoremas de desplazamiento.
Y(z) = 0.5-X(z) - 0.495-X(z)z+ 0.995-Y(z)-2
3.- Obtener la funcién de transferencia en Z del sistema.

Y(z) _ 05-0495z7*
X(z) 1-0995z7%

1.12 Funciones de transferencia de pulsos

Otra posibilidad de caracterizar la respuesta muestreada de un sistema continuo frente a una entrada
muestreada consiste en aplicar las propiedades de la transformada de Laplace de una sefial muestreada:

0 A0 0 A0
re T re LV O comeere T

C(9=R (30Q 30 C( )s:%DZC(s+ jrms):?lDZR* (s+ jrwe) OX( s+ jo)  (1.33)

N=-—o0 n=-—oo0
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dado que I*?( )ses periodica: I*?( )s= *R S G®):
C*(s):R*(s)E-I_ijﬂgG(% je) = R (306G (3 (1.34)
aplicando el cambio: z =%
C(2 = R(204 3 (1.35)

A esta propiedad se le denomiti@nsformada estrellay permite obtener las funciones de
transferencia de sistemas discretos.

* Sistemas en cascada:

Supéngase el siguiente sistema:

M <o G1(9) v M | 62(9) c(t) 2\ c0O,
RS) T RKs) D(s) T D*s) C(s)=G2(s)D*(s) T

Evaluando las ecuaciones en cada uno de los bloques constituyentes por separado es posible obtener
facilmente las expresiones siguientes:

D=R (30Q(30 D(p= RODE()E Oz RZ B)z (1.36)

C(9=D (3030 Cp= DYIA ) C)F &)2 &)Z(Rz (1.37)

)

R GL(2) (G2 (1.38)

Sin embargo, si se considera el sistema sin muestreador intermedio:

r(t) A rx(t) : d(t) R c(t) P c*(t)>
e D(s) G2(5) cs) T

En este caso:
c9=R 0@ s o)s R)§ B)S B)s0 (¢=z (Rz1GIQ z
(1.39)

C(2 _
R~ G1G2(2) (1.40)
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donde:  GIG2(2) = TG0 = %D % Gls+ jrus) (G2( s+ jox)| ,_ 1 (1.41)
debe observarse que: G1G2@1(2)-G2(2) (1.42)

En el caso particular de tener un mantenedor de datos previo, la funcion de transferencia resultante es:

C(d _ _ sl TN R T u
@—Z[GOHS)DG ¥ = GohG )z= éhsms(s)g—(l z )D{HGTH (1.43)

aplicando para ello el teorema de desplazamiento.

* Sistemas en lazo cerrado:

a)
R E E* C
L)J_()ﬁ)é ﬁ» G(s) (S)>
Y(s) H(s)
Ecuaciones:

C(9=E (30G 3=( Rx YB U Q)
=(R(9-H9OQ Y OGp= (1.44)
=R (90X3-(H30CH UG)s
C(9=R(20X3- HG 720G ¥ (1.45)
donde se observa la imposibilidad de obtener la funcién de transferencia en lazo cerrado. Para
solucionar este problema debe evitarse aplicar la transformada estrella en expresiones donde la sefial

de salida queda “unida” a alguna funcion de transferencia (H(s)-C(s)). En este caso debe operarse del
siguiente modo:

C(9=E (30630 C(»= E()E'Q)s
e (9=(R (3- v (3) (1.46)
Yi(9=E(3fa3ony
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C(9=H20q 3
E(2 =(R(2- Y(3) (1.47)
Y(2) = E(90GH(2
Sa .S (1.48)
1+GH(2)
b)
R(s) . E(s) 7<T EO)) - C(s) 7T\ c*(s),
L o |
Ecuaciones:
C(9=E (30G3=( R ¥} 0G)s
= (R~ HEOTE (3) G B= (1.49)
=R (90a(3-( H30E() D@)s
C(9=R20Q2- H 230G y0CY) (1.50)
¢z ____C(d (1.51)
R(z) 1+G(2H(2
c)
R(s) o E(s) | G C(s) 2 C*(s);
— , a )
Y(s) HS) |
Ecuaciones:
C(9=H30G3=( R ¥YBOIQ)s
= (Re9- H3C (3)0G@ 6= (1.52)

=R(3 0 3-( H30C( R0 @)s
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C(9 = R 23— GH 20C ¥ (1.53)
__RG(2

Debe observarse que la entrada a la planta no se encuentra muestreada, lo que conlleva que no exista
una expresion de funcion de transferencia en dominio Z, aunque pueda obtenerse la sefial muestreada
de salida a partir del conocimiento de la sefial de entrada.

d) Controlador digital previo a ZOH y planta:

CONTROL
DISCRETO ZOH PLANTA
R(s E(s E*(s M(s M*(s C(s
( )+>O ( )7.'3 ©) | Gce(s) ML Goh(s) | G(s) ( )
Ecuaciones:

C(9= M (906K 30G k= (( R)s OF 0 G3fs0 QoiB(B's  (159)

C(2) = R(20GohG ¥— G @] GohG)zl (O z (1.56)

C(2 _ Go2Gohq 2
R(z 1+Gd2GohG }

(1.57)

1.13 Problemas

Problema 1

- - L E
Dado el siguiente circuito, se desea obtener la funcién de transfeFEe%Qa:

1(
| Cc2
— ||
]
R R
+0 MV 'A'A% O+
—_— —_—
B 1 C1 l2 Ex
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Realizar los siguientes apartados:

1.- Determinar el valor de Zout para no tener efectos de carga. ¢ Qué relacion existe éntre |
2.- Plantear las ecuaciones que describen el sistema.

Nota: Utilizar las variables,l 1, |, E; y E,.
3.- Trazar el diagrama de bloques del sistema.

4.- Obtener la funcién de transferencia.

Solucion:

Ex(9  R2GC¥ +2RQOs1
Ei(9 R?ciC2l¥ + R{ @+2 @)0s1

Problema 2

Obtener las funciones de transferencia (si existen) en los siguientes diagramas:

1.-

BiOKNg Wllhyg W-OVe WSO JycHE | Gons) G1(s) | c2s) <)
- - T

|

R(s) +O E(s)/T\ E*S) | Gi(s) —+’O—7T\—' G2(s) )

H(s)
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3.-
+1
R(S) c1s) |—HO)E® g LSONN YA _/T\—. c29) HO—| @36 &)
Solucioén:
o _ Gd(2 TGoha & ¥

R(z2) 1+Gd(2GohQ( 2+ G¢ ¥1GohG & )z

C(@ _ G1(2) [G2(2)
R(z2) 1+G1(2) 022+ G H 2

3-C(2) = RG3(9+ (2 G 30G R ¥
' 1+ D(2) [G2G3( 9

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



1. Introduccién a los sistemas de control

49

1.14 Tabla de transformadas

Transformada de Laplace Funcion temporal

Transformada Z

Transformada Z modificada

E(s) e(t) E(z2) E(z, m)
1 z 1
s ul(t) z-1 z-1
1 . i T
$ (z-7° z-1 (z-9°
1 t T4 2+1) 20  2m+1 2 O
= = — R LU + o
s 2 2Az-9° 2 m-1 (z-1® (2-)°0
(k-1 k1 ) w00 z O ha 0t Oe=m O
t - im(-1)*" ——
s ) ST e i) e ey
1 a z efamT
(s+4a) € z-e?" z-e?T
saT camT| s5a aa
( 1a)2 teat Tzei — Te T[e T+ FT(Z_ e T)]
st (z- ) (z-e)
(k-1 koat 900 z 0O , 0 Oeg O
t -1) —— —
(s+a" © ) S g
_ art —amT
e 1o _di-e) L e
s+ (z—l)(z— éar) z-1 z-¢€
2(a 3 _l-e™ z{(aT—1+ ") #(1- @7~ a‘l’éT)] T i Lamr-1 e’a"‘;
S’(s+ a alz- (2 &) (z-19° " a(z-1) " a(z-€*)
2 caT
a i 1-(1+ae™ &_%_% 1 _%+amT+ aTe?" Ee*a"”
s+ 4 z-1 z-€"" (z-¢") -1 - (z-e'JH
b-a R (efaT_eth)Z ganT _i
(s+a)(s+ (z-e )z &) z-e"' z-e"'
a zser{aT) zser{amT) + sefl— m aT
~ serfat) _—
& +a 72 -2zcof al) +1 Z-2zo0d al)+1
Sz+s i codat) 7z~ cod a1) zcos{zamﬁ— cofl- maT
a Z-2xodal+1 7 -2zcod al)+1
12 ie’a‘ser(bt) lg ze*"sel{ b) g ige’am[zser( bm7+ &7 sefl- mtﬂTg
(s+a’+1 b b2 -2z6° T cod b+ &TQ bg 22-2z6"Tco bj+ &7 5
s+2a - : z —7zTe"“‘Tcot{ b'Ifi _ e""’“T[zcos{ bmj+ &7 sefl- |)1b]T
(s+a’+1 72 -22z6%"cod b+ & 22-226*Tcod b+ &7
a’ +b’ g a C A Az+ B 1
1-e®! bt) +— t —y
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2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

2.1Respuesta temporal.

La respuesta temporal de un sistema lineal invariante en el tiempo puede descomponerse en dos
partes: la respuesteansitoriay la respuestastacionaria.De este modo, si denominamos c(t) a la
expresién de la respuesta temporal:

c(t) = a(t) + e{ Y
donde: ct(t) = Respuesta transitoria.
css(t) = Respuesta estacionaria.

La respuesta transitoria es originada por la propia caracteristica dinamica del sistema y determina el
comportamiento del sistema durante la transicion de algun estado inicial hasta el estado final.

La respuesta estacionaria depende fundamentalmente de la sefial de excitacion al sistema vy, si el
sistema es estable, es la respuesta que perdura cuando el tiempo crece infinitamente.

De este modo hemos logrado determinar de un modo simple la estabilidad absoluta de un sistema; se
dice que un sistema es estable si su respuesta transistoria decae a cero cuando el tiempo tiende a
infinito.

Se define el error en estado estacionario como la diferencia entre la sefal de referencia y la sefal
realimentada en estado estacionario en sistemas estables. Este error coincide con el valor estacionario
de la sefial originada por el detector de error.

Por otra parte, en sistemas de control, interesa minimizar la desviacién de la sefial de salida respecto a

la sefial de entrada en estado transitorio. Por esta razon se caracteriza la respuesta transitoria respecto
a entradas tipicas o estandares, conociendo que, como el sistema es lineal, la respuesta del sistema a
sefiales mas complejas es perfectamente predecible a partir del conocimiento de la respuesta a estas
entradas de prueba mas simples.

Generalmente, las entradas tipicas son: funciéon impulsional, funcién escalon, funciéon en rampa y
funcion parabdlica en el tiempo; aunque la mas importante de todas ellas es, sin duda, la funcién
escalon.
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2.1.1 Sistemas de primer orden.
Sistema de primer orden es aquel que Unicamente posee un polo en su funcién de transferencia.

RGS) | TS1+1 Cs)

Fig. 2.1 Sistema de primer orden. T: constante de tiempo del sistema

* Respuesta al escalén:

r)y=u( 0= R(s)=:—;
O t [
1 = -t
C9=r— 00D - =1-e T s

Obsérvese que c(t) =1 cuando t tiende a infinito si T> 0; esto implica que el polo de la funcién de
transferencia del sistema debe encontrarse en el semiplano izquierdo del plano transformado S. Si T
0, el sistema no alcanza el estado estacionario, resultando, de este modo, el sistema inestable.

Gréaficamente:
N -t
—1—aT
Pendiente=1/T ct)=1-e
100 %
'_‘.'_‘.'_Z{:Z_‘.'_I'_Z__Z'_"':‘.'_IK'_;'_‘.?'_Z'_Z """"" """"_Z__Z_‘_._<_<_.: 982%
R [ T e (I ..o 86.5%
__________________ L iL._.1632%
0 1T 2T 3T 4T 5T 6T

Fig. 2.2 Respuesta al escaldn

Observando la grafica se comprueba que parat =T la sefial de salida ha alcanzado el 63.2 % del valor
final, siendo esta una medida tipica en la caracterizacién de sistemas de primer orden.
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A efectos practicos, se considera que cuando han transcurrido por lo menos cuatro constantes de
tiempo, la sefial de salida ha alcanzado el valor final.

t=4T - c(t) Osqt) =1

De este modo se deduce que cuanto mas pequefia es la constante de tiempo de un sistema de primer
orden mas rapidamente alcanza el valor final.

2.1.2Sistemas de segundo orden.
Un sistema de segundo orden se caracteriza por poseer dos polos en su funcion de transferencia.

Expresion normalizada:

(mZ

G9=5—7——"—
S £+ 28unst on?
donde se define:
&= Relacion de amortiguamiento.

wn= Frecuencia natural no amortiguada.

Los polos de un sistema de segundo orden vienen determinados por la expresion:
Si2 =—&un % 1 EZ -1

* Tipos de sistemas en funcién del valoréde

En la siguiente gréafica se visualiza la ubicacion de polos de la funcién de transferencia en funcion del
valor deg.

a @
a(l E,—O ](,m
&1 &1
< > >
a v Ld
£=1 \-&on o
&<1 &=0

Fig. 2.3 Diagrama de la ubicacién de los polos

Para =00 Sistemaoscilatord. sL2 = +jun
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Para0 < & <10 Sistemasubamortigiado. s1,2=-un= jun 1—22 = -0t jud

Para& =10 SistemaconamortiguanmentoCritico. s1,2=-&un

Para& >1[ Sistemasobreamortjuado. S1,2=-&un* wn EZ -1

* Respuesta al escalén en un sistema subamortiguagel(0<

o’ Low o g 0 2.1)

C(9=75——F0mO-c(t)y=1-e*"[to t+ = [ise :
97 g 2rmsro? s () Lostne) ot >
c(t) =1- & B——[Berdunt+ tg* gt E)—Dse[rumDH o] ;t
Ji-2 H H 3 J1-¢2
(2.2)

O 1-82 C
dondeb = tg_lga—g con lo cual® es el angulo que forma el polo respecto al origen; de hecho

O C
puede expresarsé:= cog40) . En conclusién, a medida gBeaumenta la relacion de amortiguamiento
disminuye.

3

Wn t

Fig. 2.4 Respuesta al escal6n de un sistema de segundo orden
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La respuesta del sistema p&ra0 es oscilatoria, como puede comprobarse en la grafica anterior. Por

otra parte, se observa que el valor maximo de amplitud logrado en el estado transitorio decrece a
medida que aumentd (0<¢<1). En concreto, para valores del desaparece totalmente este
maximo, lograndose el valor maximo de la sefial cuando se alcanza el estado estacionario. Esta
caracteristica es tanto mas acentuada cuanto mayor es el valoEdeconcreto; s§>>1 la respuesta

del sistema de segundo orden puede aproximarse por la respuesta de un primer orden, realizandose lo
gue se conoce como aproximacion de polo dominante. La respuesta, en este caso, queda caracterizada
por la raiz real de constante de tiempo mayor (la mas cercana al eje imaginario en el plano S). Debe
observarse que esta aproximacion no puede realizarse cuando se analiza el inicio de respuesta, donde
todavia perdura el efecto de la sefial originada por la raiz no dominante.

2.2 Especificaciones de respue sta transitoria.

Generalmente, en la practica, se especifican las caracteristicas o especificaciones requeridas a un
sistema de control en términos de cantidades en el dominio del tiempo. Estas cantidades vienen
determinadas en términos de la respuesta transitoria frente a una entrada tipo escalén (u(t)). A esta
respuesta se le denomina respuistiial.

De este modo se caracteriza la dinamica de un sistema, aunque trabaje con otro tipo de entradas, a
través de la dinamica requerida frente a una entrada escalon. El significado de los parametros
definidos en la caracterizacion de la respuesta indicial determina la forma de la respuesta transitoria de
un sistema.

En la figura siguiente puede observarse la respuesta tipica de un sistema frente a una entrada escalén.

lTo\erancia (5% o02% )

0.5

- td

[ tp —

Fig. 2.5 Respuesta de un sistema de segundo orden frente a una entrada en escalén

Definiciones:

* td: Tiempo de retardo.

Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el 50 % del valor final.
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* tr: Tiempo de subida o crecimiento.
Sistemas subamortiguados: Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el 100 % del valor final.

Sistemas sobreamortiguados: Tiempo que tarda la respuesta en pasar del 10 % al 90 % del valor final.

* tp: Tiempo de pico.

Tiempo que tarda la respuesta en alcanzar el primer maximo. Solo existe en sistemas
subamortiguados.

* Mp: Maximo sobreimpulso (porcentual).

Es el valor de pico maximo de la curva de respuesta ponderado por el valor final obtenido.

c(tp) — o)
¢(e)

El maximo sobreimpulso es un parametro indicativo de la 'estabilidad relativa' del sistema.

Mp(%) = [100 (%) (2.3)

* ts: Tiempo de establecimiento.

Tiempo requerido por la curva de respuesta para alcanzar y mantenerse dentro de determinado rango
(habitualmente 5 % o 2 %) del valor final. Generalmente esta relacionado con las constantes de
tiempo mas grandes del sistema.

Idealmente interesara lograr siempre sistemas de control que minimicen el Maximo sobreimpulso y
los tiempos de respuesta transitoria, manteniendo la maxima precision posible.

2.2.1Particularizacién para sistemas de segundo orden subamortiguados.

1- Célculo de tr:

O
o(tr)=10 1= 1- et E;os@d Dtr)+

(2.4)

V1-82 o
3

0
Osengd Otr E tépod Otr) = —
l—E

1 wd mn-06
tr=— Earct% —§= —— , dondeb = arct%ﬂg, con lo cuab es el angulo que forma el polo
od o od o

respecto al origen. En el caso de poseer raices imaginarias§arpse( tiempo de subida coincide
con un cuarto del periodo de sefial£ %(m); a su vez, cuando las raices son re&ke$)( el sistema

tiene una caracteristica de amortiguamiento critico y el tiempo de subida, segun la expresién anterior,
es infinito, lo que conlleva la necesidad de variar su definicion.
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2- Célculo de tp:

w =00 Mlﬁen@nﬂp):OD od tp = kOt (2.5)
dt lp V1-€°

mnm Td
El primer maximo se obtiene parg:= — = ? donde B es el periodo de oscilacion.
od

De este modo, a medida que aumente la parte imaginaria de los polos del sistema, el tiempo de pico
disminuira.
3- Célculo del Maximo sobreimpulso:

O
Mp = c(tp)—10 1- g 2eP %os@d [tp )+

e‘“’“%}d

£ 0
Osengd (tp E
1-82

_T¢
Mp = e_(n%Jd e /‘/E (2.6)

Observando la expresién anterior puede trazarse una gréafica que relacione Mp en funcion de

%
100

AN
70 \
60 \

M p= eiyﬁ

30 \
20 AN

10 \

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3
Fig. 2.6 Curva deMp en funcion d&

De hecho, cuanto mayor &smenor es el Maximo sobreimpulso obtenido en la respuesta transitoria.
Expresado de otro modo, cuanto mayor es el angulo que forma el polo del sistema respecto al eje real
mayor es el sobreimpulso de la respuesta. En conclusion, el aumento de la parte real (en valor
absoluto) o la disminucién de la parte imaginaria de las raices conlleva la reduccién del Mp. De la
figura 2.6 se puede observar que [F@.6 el Mp es menor al 10%.
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4- Calculo del tiempo de establecimiento:

Para determinar las expresiones del tiempo de establecimiento en un sistema subamortiguado, se
considera que la respuesta queda comprendida entre envolventes, que permiten aproximar el tiempo
de establecimiento en funcion de la parte real de los polos del sistema.

Asi, considerando los errores:

3 3

5 %0 tsO—— =— 2.7)
&in O
4 4

2 o tSDE_(m‘g (2.8)

el tiempo de establecimiento es inversamente proporcional a la parte real (en valor absoluto) de las
raices del sistema subamortiguado.

2.5 : T N :

c(t)

4 5
Tiempo(se)

Fig 2.7 Envolventes de respuesta al escaldn unitario
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Fig 2.8 Respuestas al escalén de sistemas de segundo orden
Ejemplo 2.1

En la figura 2.9. se muestra un amplificador magnético con una baja impedancia de salida, en cascada
con un filtro paso-bajo y un preamplificador. El amplificador tiene una elevada impedancia de entrada
asi como ganancia unitaria, y se usa para sumar las sefales tal y como se muestra en la figura.

Vin(s)

-1

+1

E(s)

1+ ts

R=50Q

v (S)‘\N\'

T

o V(S)

C

Fig. 2.9 Amplificador magnético en cascada con un filtro paso-bajo y preamplificador

Calcular el valor de la capacidad C, de tal forma que la funcién de transferg(s3i®;\(s) tenga una
relacion de amortiguamiengo= 0.7 .
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Si la constante de tiempo del amplificador magnético es igual a 1tsed. §eg.) y la ganancia es
K=20. Calcular el tiempo de estabilizacién del sistema resultante.

Nota: Tiempo de estabilizacidn ts= 4
§wn
Solucioén:
Vo® . Ycs E
Vi9 Rell 0 Vo®_ K s | K o1
Cs O = E = E
Vi(s) _ K o E(9 1+ts R+%:S 1+1s RCst1
E(9 T 1+Ts E

Obtenemos entonces el diagrama de bloques siguiente :

Vi(s) ~ EG)[ K Vi(s) 1 V()
h 1+1s RCs+1 "
_Vo(s) _ 20 1
C=gg ~ (1+9 D(50 Cs )
Gro(g=Yo® o 6O _ 20 _ 20
F T Vinl9 T 1+G(9  (1+ 9f50Cs I+ 20 5008 +(1+ 500) s+ 21
2,
— 50C

Gic(9= 2, 1¥50C 21

50C 50C

Para calcular el tiempo de estabilizacion, es necesario cohgcey, ya que ts = &ty Si¢ debe
valer 0.7:

1+50C O
soc  2@n =207 0 14500 E!
21 _ ., 2 5 soc - Vsoc
n
50C 0

0.7826F
1+100C+ 250@% = 19612050 ; 2500 - 1968 =1 0. C= o 4
%.11[10 F
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Desechamos el valor de C=0.7826 F por ser un valor fisicamente muy grande, ademas de que provoca
un tiempo de establecimiento mayor.

Escogeremos por lo tanto: C=5.11'1
W, = \/A :\/—21 2 =287rad/s
50C V5061110

El tiempo de estabilizacion quedara entonces como:

2.2.2Sistemas de orden superior.

Un sistema de orden superior (supuesto estable) puede caracterizarse mediante una funcién de
transferencia, que admite una expresion de la respuesta a una entrada escaldn unitario de la forma:

m m

- K]+ 2) L= k] s+ 2) B
R(S q r 5 q r )
(s+p) (T (S +28,00, s+ ?) (s+p,) (] (S + 28,0, s+ w7)
[JermwA] [JerPq]

Desarrollando en fracciones parciales y aplicando la antitransformada de Laplace:

q r
c)=al(h+>) g ne”t + Z[bk et cose, ot )+ ¢, ot seng, ot ])
=1 k=1

En la expresion aparecen términos que dependen de la parte real de los polos. Dos consideraciones
permiten aproximar la dinamica de un sistema de orden superior por la dinamica de un sistema de
primer o segundo orden.

Cancelacion cero-poloSe basa en el andlisis resultante en la determinacion del valor de los residuos

cuando el polo se encuentra cercano a un cero; en este caso, puede expregarse, donde
€ - 0. El célculo del residuo resulta:
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m
k[ﬂ (s+2z,)
a= lim =1

S.-p q r
sT]e+pn ] (s + 25 ys + )
j=1 =1

kﬂlj(suh)

q r
s s+ py) ] (8% + 26y s+ wp)
E[j':|1 , Eﬂ K %

s+ p) -

en la segunda expresion no existen los términos)(sfznumerador ni (stpen denominador. En
conclusioén, en el caso en el cual el polo y el cero se encuentren muy ceecanfs] a — 0,

perdiendo importancia el término exponencial de la respuesta transitoria originado por este polo frente

al resto de términos de la respuesta total. De este modo puede simplificarse en un orden la dindmica
del sistema. Debe considerarse que se obtienen resultados analogos en el caso de poseer ceros
complejo-conjugados cercanos a polos complejo-conjugados, lo cual permite generalizar esta
aproximacion a cualquier tipo de sistemas de orden superior.

Aproximacion de polos dominantdsos polos mas alejados del eje imaginario poseen constantes de
tiempo menores (sean o no reales, en el caso de raices complejo-conjugadas existe una dependencia
respecto a su parte real), de manera que puede afirmarse que las exponenciales debidas a estos polos
son importantes en el inicio de la respuesta transitoria, pero que decaen a cero mucho mas
rapidamente que las exponenciales debidas a raices con constantes de tiempo mayores. Son estas
Ultimas las que caracterizan plenamente la respuesta transitoria (exceptuando en el origen de la
respuesta) y permiten reducir el orden del sistema; se dice en este caso que “dominan” la respuesta del
sistema, despreciandose el efecto de las raices con parte real mayor (en valor absoluto).

2.3Respuesta transitoria de sistemas discretos.

2.3.1Sistema de control discreto en lazo cerrado.

Estructura tipica de un sistema de control discreto en lazo cerrado:

CONTROL
DISCRETO ZOH PLANTA
RS)s _E6H E¥) )
O S8 eey "1 cohes) || &) .
- T T
HO) |

ELEMENTO DE MEDIDA

Fig 2.10 Estructura tipica de un sistema de control discreto en lazo cerrado
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El control discreto es caracterizado a través de su funcion de transferencia en Z y es disefiado para
cumplir las especificaciones requeridas al sistema.

Se define ebistema continuo equivalentie un sistema discreto como aquel sistema que resulta de
eliminar los muestreadores y mantenedores de datos del sistema discreto.

Las respuestas temporales del sistema discreto y del sistema continuo equivalente difieren
substancialmente a medida que aumenta el periodo de muestreo, de este modo seldiceegtieo

desvirtGa la respuesta del sistema discreto frente a la del sistema continuo equitalecgacreto,

el muestreo tiene un efecto desestabilizador del sistema, de manera que, cuanto mas desvirtuado se
halla el sistema discreto frente al sistema analdgico, “peor” es su respuesta transitoria. Este efecto
conlleva una pérdida de la estabilidad relativa del sistema discreto a medida que aumenta el periodo
de muestreo.

Ejemplo 2.2

Dado los siguientes sistemas:

ZOH PLANTA PLANTA
RES)+ i(SL Goh(s) »| G(s) cts) > ROs G(s) cte) >
. T .
H(s) HE) e
ELEMENTO DE MEDIDA ELEMENTO DE MEDIDA
a) b)

Fig. 2.11 a) Sistema discreto
b) Sistema continuo equivalente

Con las siguientes funciones de transferencias:

1 _
G(Q:M,H(s)—l

Se puede observar el efecto desestabilizador al aumentar el periodo de muestreo en las siguientes
graficas:
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Amplitud Amplitud
1.2 T 1.4
W~ 1.2
1
0.8]
0.8]
0.6
0.6
0.4]
0.4]
0.2 0.2
00 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
Tiempo (seg) N° de muestras
a) b)
Amplitud Ampli;ud

1.4

1.2

1
0.8

0.8
0.6
0.6
0.4
0.4

0.2
0.2

0 1‘0 éo 3;0 4‘0 50 0 20 40 60 80 100

N° de muestras N° de muestras
c) d)

Fig. 2.12 a) Respuesta al escaldn del sistema equivalente
b) Respuesta al escaldn del sistema discreto con T=1seg.
c) Respuesta al escalon del sistema discreto con T=0.25seg.

d) Respuesta al escaldn del sistema discreto con T=0.1seg.

Los parametros de medida de este proceso son, fundamentalmente, dos:

* NUmero de muestras por constante de tiempo:

Corresponde a la expresiaiiT . Se considera que si se poseen mas de 5 muestras por constante de
tiempo de la respuesta del sistema discreto no queda desvirtuada frente a la respuesta del sistema
continuo equivalente. Obsérvese ques la constante de tiempo mas pequefia del sistema continuo
equivalente.

* NUmero de muestras por ciclo:

Corresponde a la expresion: Td/T. En este caso no existe ningun criterio al respecto, pero se considera
gue son suficientes 10 muestras por ciclo para poder decir que la respuesta no queda desvirtuada.
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Obsérvese que, anadlogamente al caso anterior, Td es el periodo de sefial respuesta del sistema
continuo equivalente.

2.3.2Correlacion entre el plano Sy el plano Z.

Recordando la definicion de transformadazz e™ = e¢°" 0&*" = &7 Eﬁcos@o T [sirg 'I])

Transformacién de rectas de parte real constante;

-0 @

Fig. 2.13 Transformacién de rectas de parte real constante del plano S al Z

Transformacion de rectas de parte imaginaria constante:

A A|m[2]

jo
jws/2

7777777 'j(l)Z

************** j(A)l

°y

ah

Fig. 2.14 Transformacién de rectas de parte imaginaria constante del plano S al Z

Debe observarse que cuanto mas pequefias son la parte real (en valor absoluto) y la parte imaginaria
de las raices en plano S, mas cercanas se encuentran las raices transformadas al punto z=1 en el plano
Z.

Como se ha comentado anteriormente, puede afirmarse que el sistema discreto y el sistema continuo
equivalente ofrecen dindmicas similares cuando el nimero de muestras por ciclo y el nUmero de
muestras por constante de tiempo es suficientemente elevado (en este caso se dice que el sistema no
esta desvirtuado). Estas indicaciones conllevan a que las raices caracteristicas en plano S sean tales

s Td T . 1 .
gue mantengan elevadas las reIacmnes::?y?o,equwalememente?. En conclusion, un
d o
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sistema discreto no queda desvirtuado frente al sistema continuo equivalente cuando las raices
transformadas en plano Z se encuentren en el interior del circulo de radio unidad y cercanas al punto
z=1. En estos casos, pueden asignarse al sistema discreto las mismas caracteristicas dinamicas que
posee el sistema continuo equivalente. De hecho, no es posible conocer las caracteristicas que presenta
la respuesta de un sistema discreto cuando las raices en plano Z se encuentran alejadas del punto z=1,
si no es resolviendo la antitransformada Z de la sefal de salida.

Mediante la observacion de la expresion de la transformada Z, se puede afirmar que el aumento del

periodo de muestreo provocara un alejamiento de las raices transformadas de la zona del plano Z en la
cual se garantiza una respuesta del sistema discreto no desvirtuada frente al sistema continuo

equivalente.

En la figura siguiente se muestran las respuestas obtenidas en funcion de la ubicacién de las raices en
plano S y en plano Z.

Eje imaginario
Eje imaginario

W,
175 20 1.5
2 8 .
15-
10¢
ol 1
75 6 45 (2
of - %> - £ ¥
6 5 "2 1
5F .
-10f
-15f
8
s 2 a5 1 05 o0 05 1 135 1 05 0 0.5 1 15
Eje real Eje real
1 2
50Q 9
AT '
0 79
60
-50( 50
40 | I 1 |
-100! 30
20
-1500 10 J \ u !
0 ]
-2003 5 10 15 20 25 30 E 200 400 600 800 1000
n° de muestras n° de muestras
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10 7

0 5 10 15 20 25 30
n° de muestras

25
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5
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0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20
n° de muestras n° de muestras
7 8
4 2 T T T T
351 15F
at
1
251
0.5
2F
0
15F
b -05[
0.5 -1r
0 -15 - . v : . . .
0 5 10 15 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160
n° de muestras n° de muestras
Fig. 2.15 Posiciones de polos correspondientes entre el plano S y el Plano Z y caracteristicas de respuesta

transitoria.

2.4 Estabilidad absoluta de sistemas lineales.

2.4.1Estabilidad en sistemas de tiempo continuo.

Se ha comentado anteriormente que la estabilidad absoluta de un sistema lineal se logra cuando la
respuesta transitoria decae a cero al tender el tiempo a infinito. Se puede demostrar que para que un

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



68 Teoria de control. Disefio electronico

sistema lineal sea estable es necesario que posea todos los polos de su funcién de transferencia en el
semiplano izquierdo del plano transformado S.

En sistemas de control, el problema fundamental es la determinacién de las raices del sistema en Lazo
Cerrado a partir del conocimiento de las raices en Lazo Abierto. Recordando la expresién de la
funcion de transferencia en Lazo Cerrado.

CONTROL PLANTA
R(s) + E(S)._ Ge(s) ﬂ, G(s) C(SL
BES) H(s) |

ELEMENTO DE MEDIDA
Fig. 2.16 Estructura de un sistema de control en lazo cerrado

C(s) _ Gce(s)IG(s)

GLc(s) = R(S)_ 1+ Ge(s)G(SI H(s)

La ecuacion caracteristica del sistema en Lazo Cerrado 1+Gc(s)G(s)H(s) = 0 no es facilmente
resoluble en general; por ello aparecen métodos algoritmicos para poder determinar la estabilidad de
un sistema en lazo cerrado, el mas importante de estos métodos es el criterio de estabilidad de Routh
(CER).

El criterio de estabilidad de Routh permite determinar el nimero de raices de una ecuacion de variable
compleja que se encuentran en el semiplano derecho, utilizandose, de este modo, para determinar si
existen polos de una funcién de transferencia en el semiplano derecho del plano transformado S.

Criterio de estabilidad de Routh (CER):

El criterio de estabilidad de Routh es un criterio de estabilidad absoluta. Se basa en la determinacion
del numero de raices de un polinomio que se encuentran en el semiplano derecho del plano S. Para su
aplicacion deben verificarse dos condiciones:

- Condicioén necesaria:

3 (9 boE+ w4+

Dada la funcién de transferencia:— = ; w)
R(9 ao¥'+adf +.+a

de la forma:ao3" +a3"+...+a= Q con az0 (se eliminan las raices en el eje imaginario).
Criterio: Si existe algun coeficiente negativo o cero en presencia de algin coeficiente positivo,
entonces existen una o mas raices imaginarias puras o con parte real positiva, lo cual implica que el
sistema es inestable. En otros términos, para garantizar estabilidad, a partir deliprilhéodms los
coeficientes deben estar presentes y ser positivos.

, debe escribirse el denominador
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- Condicioén suficiente:

. . ., . . —1
Debe aplicarse el algoritmo de formacién siguientél A+ s.0"a +s.+ n=0a

Sl & a a
st @& & a
"2y b2 bz b
sl 2 6 oo
g la e

st [f1

L |0

Las primeras filas se obtienen directamente del polinomio caracteristico, el resto de coeficientes se
obtienen segun las expresiones:

allk2- aolla allku- aolla allbe— aalla
b1= s b2 = 0 ————
al al al

_ bils- alk o= b:lBs— allls o= b Gy — al
— y 2_ ——

c b1 b1 ' b1

Como observacién debe indicarse que puede multiplicarse o dividirse toda una fila por una constante
positiva.

El criterio de estabilidad de Routtetermina que el numero de raices con parte real positiva del
polinomio estudiado es igual al nimero de cambios de signo de la primera columna del algoritmo de
formacion.

De este modo la condicién necesaria y suficiente para que un sistema sea estable es:
- Todos los coeficientes del polinomio caracteristico deben existir y ser positivos.

- Todos los coeficientes de la primera columna del algoritmo de formacién deben de ser positivos.
Ejemplo 2.3

B +alk? +a2B+a3=0

Condicién necesarid ao,a,a2,a3> 0
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s & a
Algoritmo: s a a ) condicion suficiente
ale— alla
s
a
s’ &
O M>OD aLlde > ao (&3
al
Ejemplo 2.4
s'+23°+33°+43+5=0
Se verifica la condicion necesaria
s' 3 5
s 4
2
Algoritmo: S 5 , condicion suficiented] existen dos cambios de sigro
s |-6
|5

existen dos raices con parte real posifivel sistema es inestable.

* Casos especiales en el algoritmo de Routh.

1) Un término de la primera columna es cero en presencia de otros diferentes de cero.

Cuando esta situacion ocurre, puede afirmarse que el sistema es inestable. Para determinar la
ubicacion de las raices que proporcionan la inestabilidad debe realizarse el siguiente procedimiento:

- Sustituir el cero pog>0 cone<<1.
- Aplicar el procedimiento habitual.

- Aplicar el criterio: Si los coeficientes superior e inferia@ son de igual sigrid existen raices sobre
el eje imaginario; si los coeficientes superior e inferior tienen signo diferertsten raices en
semiplano derecho.
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Ejemplo 2.5
S+23°+s+2=0

Se verifica la condicién necesaria.

s’ 1 1

Algoritmo: s’ 2 2 \ no hay cambio de sigrid existen raices en el eje imaginario.
st |0=¢
g 2

* Ejemplo: s*-3%+2=0

No se verifica la condicién necesariael sistema es inestable.

s’ 1 -3
Algoritmo: s O=e 2 , condicion suficienté]l existen dos cambios de sigho
2
¢ |-3-2
€
g 2

existen dos raices con parte real positiva. De he£ho3[3° +2 = (s-1)° [{s+2) = 0

2) Todos los coeficientes de una fila son cero.

Cuando esta situacion ocurre, puede afirmarse que el sistema es inestable. Existen raices de igual
valor simétricas respecto a los ejes. Para determinar la ubicacion de las raices que proporcionan la
inestabilidad debe realizarse el siguiente procedimiento:

- Sustituir la fila de ceros por la derivada del “polinomio auxiliar” Pa(s).

Pa(s): polinomio formado por los coeficientes de la fila anterior a la de ceros. Debe indicarse que las
raices de Pa(s) son raices del polinomio caracteristico.

- Aplicar el procedimiento habitual.

Ejemplo 2.6
S+ 23 + 243 + 48[3° - 253-50=0

No se verifica la condicién necesaria.
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s 24 -25
S| 1 24 -2 st 2 48 -50
Algoritmo: | g 48 -s50\0/ 8 96 ,
<l o o 53 24 =50
s |1127
s | =50
dado quePa(s) = 25" + 483 -500 % =83 +96[3

Existe un cambio de sigrid existe una raiz con parte real positiva. Ademas, pueden obtenerse las
raices simétricas calculandBa(s) = 2[3* +48(3*-50=00 s=+Ls=+j5. La restante raiz se
determina dividiendo el polinomio inicial entre el polinomio auxiliar (obteniéndose s=-2).

Ejemplo 2.7

El criterio de estabilidad de Routh puede utilizarse para determinar el valor maximo de una ganancia
para el cual el sistema alcanza la estabilidad critica o limite. Supongase el sistema en lazo cerrado
siguiente:

RO 5 G(s) “Q

HS) |lt—

Fig. 2.1. Diagrama de bloques de sistema en lazo cerrado

k [{s+40) 1
= H(s) =
s[{s+10) s+20
(9 kifs? + 6005+ 80

La funcién de transferencia en lazo cerrado-es— = 3 >
R(9 s +300F +(200+ KOs+ 4a1k

El rango de valores de ganancia k para el cual el sistema es estable quedara establecido al aplicar el
criterio de Estabilidad de Routh sobre el polinomio caracteristico:

s® +300%% + (200+ k) 5+ 40k O Se verifica la condicién necesaria para valores de k positiva.
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s 1 200+ k
Algoritmo: s 30 400k , para que el sistema sea estable
g 30200~ 10k
30
g 400k

0 k<600. En conclusion, el rango de valores de k para los que permanece el sistema estable es:
0<k<600.

Para k=600 el sistema se encuentra sobre la estabilidad limite siendo oscilatorio; puede determinarse
la frecuencia de oscilacion calculando las raices imaginarias que la caracterizan. Considerando el
polinomio auxiliar:

v/800

21

Pa(s) = 30[3% + 40Tk = 0, cuanddk = 6000 s= +j4/800 0 fosc= (Hz)

2.4.2Estabilidad en sistemas de tie mpo discreto.

Se puede demostrar que un sistema discreto es estable cuando posee todos los polos de su funcién de
transferencia en el interior del circulo de radio unidad en el plano transformado Z.

La funcion de transferencia del sistema de control discreto de la figura se puede expresar:

CONTROL
DISCRETO ZOH PLANTA
R(s E(s E*(s) C(s)
©) EO 0 cey "1 cone || o) .
AT T
HES) |

ELEMENTO DE MEDIDA
Fig. 2.18 Diagrama de bloques de sistema de control discreto en lazo cerrado

C(z) _ Gc(z)OGohG(z)

Ge@) = R@) ™ 1+ Ge(z)IGohGHE)

donde la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado 1+Gc¢(z)GohGH(z)=0 no es facilmente
resoluble y deben buscarse métodos transformados para poder determinar la posicion de sus raices.

En este caso, la aplicacion directa del criterio de estabilidad de Routh no es (til, porque determina el
ndamero de raices de la ecuacion caracteristica que se encuentran en semiplano derecho y no en el
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exterior del circulo de radio unidad. Sin embargo, si es posible aplicar el CER tras una transformacion
gue convierta el interior y el exterior del circulo de radio unidad en un semiplano izquierdo y un
semiplano derecho respectivamente; a esta transformacién se le demansiftemacion bilineal

* Transformacion bilineal.

La definicién de la transformacion bilineal no es Unica; sin embargo, la mas conocida se realiza

71 (2.9)

T
1+ —w
mediante el cambio de variable=

Fig. 2.19 Relacion entre los planos S, Zy W

w, 100
90f
80r
70r
60
50f
40t
30t
20r
10f

0 T n " "
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35w
s s

Fig. 2.20 Relacion entre los ejes imaginarios del plano S y del plano W
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En conclusion, el circulo de radio unidad del plano Z se transforma, mediante la transformada bilineal,
en el eje imaginario del plano W, de manera que puede aplicarse en dicho plano el criterio de
estabilidad de Routh para determinar la estabilidad de un sistema discreto.

Ejemplo 2.8

Puede analizarse la estabilidad del sistema discreto de la siguiente figura

CONTROL
DISCRETO ZOH PLANTA
R(s); E(SKAE*(s) C(s)
QoA sy —"T- eone || cw) .
AT T
HES) |

ELEMENTO DE MEDIDA

Fig. 2.21 Diagrama de bloques de sistema de control discreto en lazo cerrado

donde:

G(2=1 H(9=1 G(3= ; T=01 seg.

s[{st1)

para ello, debe encontrarse la funcion de transferencia en lazo abierto como:

_ -Ts D D D
GLa(z) = ZEj'E,_e B K 0=1-zYzZ ; k 0= |:P.004&+0.00468
g S sls+1)§ s Us+) (z-1)qz-0.905
aplicando la transformada bilineal:
1+ IW 2
s=_ 2 — 1+0.05w 0 Guaw) = kO 0.00016v —20.1872/\/ +3.81

1-T, 1-005w 3.81w% +3.8w

2

obteniendo la ecuacién caracteristita:GLA (w) = 0

(3.81-0.00016K) (W2 + (3.8 - 0.1872(K) (W +3.81(k = 0
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El resultado, aplicando el criterio de estabilidad de Routh, indica que el sistema es estable para los
valores de k: 0<k<20.3. En concreto, para k=20.3 se pueden obtener los puntos de corte con el eje
imaginario en plano W para, posteriormente, determinar la frecuencia de oscilacién del sistema

discreto. Asi, considerando del polinomio auxiliar:

(381- Q00016120 8W2 + 381 208 0 w=+] .45075

Lt g g 2 awTO 2 _joAso7s00L
a Jrecuencia € oscilacion esw=—Llg —Uug . rad/seg,
T T, 001 H 2 H

resultado muy parecido a la frecuencia que se obtenia en plano W debido a que la frecuencia de
muestreo es suficientemente elevadep(z%- =62.83rad/seq.).

Debe observarse que, asi como un sistema continuo de segundo orden con realimentacion unitaria
siempre es estable (partiendo de un sistema en lazo abierto estable), un sistema discreto no tiene por
gué serlo debido al efecto desestabilizador del periodo de muestreo. En concreto, realizando el mismo

ejemplo con un periodo de muestreo mayor (por ejemplo T=1 seg), el margen de valores de ganancia

para garantizar estabilidad disminuye (0<k<2.39).

2.5Andlisis en régimen estacionario.

Un sistema lineal estable alcanza el régimen o estado estacionario cuando, al ser excitado por una
sefial de entrada, la respuesta transitoria decae a cero.

En sistemas de control, la precisién o exactitud del sistema se convierte en una de las especificaciones
mas importantes que verificar; el sistema de control debe 'seguir' la sefial de referencia en estado
estacionario del modo mas preciso posible. Por esta razén, en sistemas de control en lazo cerrado se
obtienen las expresiones de los errores estacionarios del sistema en funcién del tipo de sefal de
referencia introducida y de las funciones de transferencia que contiene.

Analizando el diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado se obtiene la sefial de error como:

R(9
E(9 =
1+GLA(9
i . D . . s[R(s)
Se define el error en estado estacionagie= lim e(t) = lim s[E(s) = lim ————
too s-0 s-01+GLA(9)

Particularizando para los diversos tipos de entradas:

* Error estacionario de posicion:

r(t) = u(t) - essp= (2.10)

1+kp
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kp = |iI’T})GLA (s) - coeficiente de posicion.
S

* Error estacionario de velocidad:
1
r(t)=t - essv=— (2.11)
kv

kv = IirnOsEGLA (s) — coeficiente de velocidad.
S

* Error estacionario de aceleracion:

2
r(t) 2% — Bssa= ki (2.12)

a

ka = lim s? [GLa(s) — coeficiente de aceleracion.
s-0

Obsérvese que, cuanto mayores son los coeficientes de error, menor es el error estacionario

correspondiente cometido. El error en estado estacionario en lazo cerrado puede obtenerse a partir de
la funcion de transferencia en lazo abierto, de modo que, cuanto mayor es su valor en continua (para

frecuencia cero) menor es el error cometido. Para poder eliminar el error de posicién es necesario que

la funcion de transferencia en lazo abierto contenga un polo en origen; en este caso se dice que existe
un elemento integrador en dicha funcién.

Por altimo, sefialar que este error estacionario no es mas que el valor que adquiere la sefial de salida
del detector de error en estado estacionario. En el caso en el cual la realimentacion fuese unitaria,
coincidiria con la diferencia que se tendria en estado estacionario entre la sefial de referencia y la sefial
de salida del sistema. Si la realimentacién no es unitaria, existira un factor de proporcionalidad entre
ambas sefiales que vendra determinado por el elemento de medida.

Las expresiones de los errores estacionarios de un sistema de control discreto en lazo cerrado son:

R(2)

Analogamente al caso anterior: Sefial de eEér) =
1+GLA(2)

_ 1
Error en estado estacionaries= lim e(kT) = lim(1-z™) [E(z) = lim 1=z )RE)
Koo z-1 z-1 1+GLa(z)

* Error estacionario de posicién:

r(t) = u(t) - essp= 1 ! (2.13)

+kp
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kp = |im1GLA(Z) - coeficiente de posicion.
Z-

* Error estacionario de velocidad:

1
r(t)=t - essv=— (2.14)
kv
.z-1 - .
kv = |Im1? [GLa(z) - coeficiente de velocidad.
Z-

* Error estacionario de aceleracion:

2
0 :% . essa:ki (2.15)

a

(z-1*
T2

ka=lim [GLa(z) — coeficiente de aceleracion.
z-1

Ejemplo 2.9

La figura 2.29 muestra los elementos de un control automatico de ganancia (CAG) que se utiliza para
mantener constante el nivel de salida de un amplificador.

; Amplificador
Ei
EE— de Ganancia Eo »
Variable (K)

-Vce

Filtro Pasa-Bajos

Fig. 2.29 Diagrama de un control automatico de ganancia (CAG)

donde:

Ei = Amplitud de la sefial de entrada (Volts).
Eo = Amplitud de la sefial de salida (Volts).

Egc= Tension de control de la ganancia variable (Volts).

La amplitud de la sefal de entrada Ei se multiplica por la ganancia variable K (que es funcion de la
tension de control de ganancia Egc) para obtener la amplitud de la sefial de salida BE)(E0=Ei
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La figura 2.30 muestra el diagrama de bloques resultante del CAG:

Ei
I—» K[Egc] Eo

v

1 @ R2 Q F Er | R1| Ve
- ka — —
1+st R1+ R2 - R2

Fig. 2.30 Diagrama de bloques de un CAG.

donde: K[Egd| = drePEC

Este sistema es altamente no lineal (debido a la ganancia variable), pero puede linealizarse utilizando
un modelo incremental para obtener el diagrama de bloques lineal de la figura 2.31.

A(20 log Ei) (dB) +

O—— | 0.1151Eo (volts/dB) AEo
+

A(20 log Egc) (dB)

B d(20l0gK[Egd)
dEgc

(dB/ volty)

1 @ R2 Qﬂka .4 AEr (volts)
1+st R1+ R2 O

+

Fig. 2.31 Modelo incremental de un CAG.

Donde, en este casEO es el valor deseado de la amplitud de la sefial de g&linia Eo+ A EQ .
Obtener:
1.- La funcién de transferencia en lazo abierto.

2.- La frecuencia de transicion del sistema. (Corte por 0 dB del médulo de la funcién en lazo abierto).
3.- Las funciones de transferencia:

AEo

e — —— cuandd\Er=0
A(20log Ei)
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. AEo cuandoA(20logEi)=0
AEr

Determinar el valor dAEo en estado estacionario, en ambos casos, cuando las entradas son tipo
escalon.

4.- Considerando los valores de los parametros siguientes: b=1, R2=R1, C=100nF, y que la fuente de
alimentacion esta perfectamente regulada, determinar los valores de la ganancia del amplificador
ka y la resistencia del filtro pasa-bajBssi se desea una amplitud de salida Eo=% ¥ mV
cuando la entrada Ei varia de forma tipo escalén entre 1 mV y 1 Volt y la constante de tiempo del
sistema en lazo cerrado debe ser de 40 ns.

5.- Describir brevemente el funcionamiento de este sistema. ¢En qué aplicaciones puede utilizarse?.
Razonar la respuesta.

Solucioén:

1.- Recordando que no es posible obtener una caracterizaciéon dinamica de un sistema no lineal a
través de una funcion de transferencia, se ha obtenido una descripcidn lineal del sistema mediante el
modelo incremental del mismo. La funcién de transferencia en lazo abierto es Unica y es el resultado
del producto de todas las funciones de transferencia del lazo del sistema.

Definiendo: ko

_ 0.1151ka EE_ d(20logK) 0=
= (0]
14 RL dEgc

dado que:

_ d(20logK) _ _d(20log(d &™) _

I(Eng[ZOIog d - bEgc[20log e] =b[20loge

dEgc dEgc d
En conclusion: ko = 21191k [20loge
R1
1+
R2

- . : k
Funcion de transferencia en lazo abiertoGLa(s) = ” OE'I;
T

. . : ... ko
2.- Dado que el sistema es de primer orden, la frecuencia de transician=es-
T

3.- El modelo incremental es lineal, como hemos mencionado anteriormente, y por ello permite
aplicar superposicién para obtener la expresion de la sefial de salida en funcion de las sefales de
entrada.
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Funciones de transferencia:

. & cuandd\Er=0
A(20log Ei)
AEo  _ 0.1151Fo _ 0.1151Eo[{l+1[%)
A(20logEi) Ko Ko+1+T103

1+
1+108

Valor estacionario ante entrada tipo escalon:

im AEOo . _0.1151Fo O ABose= 0.1151Fo [A\(20l0gEi)
s-0/A(20logEi) ko+1 ko+1

Debe observarse queko 10 AEoss » , @s decir, que para una ganancia elevada, si la fuente de
referencia no fluctiaAEr=0), no existiran variaciones de amplitud en la sefial de salida.

. AEO cuandaA(20logEi)=0
r
ko
AEO _ 1413 _ ko
DEr 4, Ko ke+l+1[3
1+1038

Valor estacionario ante entrada tipo escalon:

mAEO: ko 0 AEoss= ko

m-——- [AErss
s-0 AEr ko+1 ko+1

Debe observarse que:otk(] A od&s—» A dsres decir, que para una ganancia elevada, si no existen
variaciones en la amplitud de la sefial de entrA¢20{ogEi)=0), podemos reducir las variaciones de
amplitud de salida Unicamente a la variacién debida a la fuente de refefdiiga (

4.- Disefio:
- Valores de los parametros: b=1, R2=R1 y C=100nF.
- La fuente de alimentacién esta perfectamente regulada, lo cual implid& e
- Amplitud de salida Eo=5 ¥ 5 mV, lo cual implicaEo =5V, AEo=5mV.

- Ei varia de forma tipo escalon entre 1 mV y 1 Volt, lo cual im@iE€&1000.

- La constante de tiempo del sistema en Lazo Cerrado debe ser de 40 ns.
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AEi=1000 O 20dogAEi= 60dB AEoss= % [A(20l0gEi)
(o]
5007 = o.ng 60 O ko=6.90510°
(0]
ko= 211K F b pOloge O ka= 27627
R1
1+~
R2

Constante de tiempo del sistema en Lazo Cerrado:
Tc=—— =40nseg= 4[10° [ 1=2762410"
ko+1

T=RIC O R= 27629@

5.- En conclusion, se puede deducir que este sistema es valido para obtener sefiales de salida dentro de
un determinado margen de valores dependientes de la buena regulacion de la fuente de alimentacion;

evitando el riesgo de variaciones provenientes de la sefial de entrada. La ganancia del sistema se

autoregula para lograr mantener el valor final de salida aproximadamente constante, de este modo este

sistema es Util para aquellas aplicaciones en las cuales la sefial de entrada sea muy variable o de

amplitud poco predecible.

2.6 El lugar geométrico de las raices (L.G.R.).

Debido a la necesidad de conocer los polos de un sistema en lazo cerrado, ya que determinaran las
caracteristicas basicas de la respuesta transitoria, se desarrolla el método del lugar geométrico de las
Raices (también denominado Lugar de Evans). Este método permite ubicar en un grafico los polos de

un sistema en lazo cerrado a partir del conocimiento de los polos en lazo abierto, en funcién de un
parametro variable. Para ello considérese la ecuacion caracteristica de un sistema en lazo cerrado:

1+Gc(s)G(s)H(s) = 0 1+@ (s)=0 & (s)=-1

La resolucion de esta ecuacién implica la verificacion de dos condiciones:
- Condicion de anguldasd GA( 3 =+ 180°(2A+3; AON (2.16)
- Condicion de m(’)dulo|GLA($| =1 (2.17)

Debe observarse que, de este modo, se pasa del estudio del sistema en lazo cerrado al estudio de
caracteristicas del sistema en lazo abierto, lo cual debe permitir mayor facilidad en el calculo.
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Se define el lugar geométrico de las raices como el conjunto de puntos del plano S en los que se
verifica la condicién de angulo.

En conclusion, un punto que pertenece al lugar geométrico de las raices es un posible polo del sistema
en lazo cerrado; para ello Unicamente es necesario validar la condicién de médulo, y ésta se cumplird
para un valor determinado de la ganancia del sistema en lazo abierto. Sin embargo, un punto del plano
S que no pertenezca al LGR no puede ser polo en lazo cerrado porque no verifica la condicion de

angulo, aunque varie la ganancia del sistema en lazo abierto. De este modo, variando el parametro k,

donde:Ga(s) = k s+2zi..... (S+Zm);
(s+py.....6+pn)

proporciona los valores de los polos en lazo cerrado en funcion de k.

0<k <, se logra trazar el lugar geométrico de las raices que

2.6.1Reglas de construccion del LGR.

Dado que los polos y ceros complejos de la funcion de transferencia en lazo abierto tienen asociados
sus complejo-conjugados, el LGR sera simétrico respecto al eje real.

1) Trazar el diagrama polos-ceros en lazo abierto.

Ecuacion caracteristica:

m m-1
1+GlA(s) =00 1+ lI)OI__$n+b1En_l+....+bm:OD 1+k S+ 270..... (S+Zm):
a$ +als " +..+an (s+p.....5+ pn)

donde: s=-zson ceros y s=#son polos en lazo abierto
2) Puntos de inicio y final del LGR.

El trazado del lugar geométrico de las raices se inicia en los polos en lazo abierto y finaliza en los
ceros en lazo abierto (en este caso, deben considerarse los ceros infinitos). Puede demostrarse esta
sentencia resolviendo:

- Inicio en polos en lazo abierto:

(s+zy....6+zm) _ 1 . Hs+zy...c+zm0_ . 0O 10_
———=-—10 = lim g —=g=
(s+py.....5+pn) k ka0§s+p1) ..... G+pn)O kHOH kH

para que la expresién anterior sea cierta es necesarim -guepi
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En conclusion, los polos en lazo cerrado coinciden con los polos en lazo abierto cuando k=0. Debe
indicarse que, légicamente, este efecto es relevante Unicamente a nivel analitico, dado que no es
posible tener k=0 a nivel real.

- Final en ceros en lazo abierto:

(s+z.....5+zm) :—ED im Hs+zy..... (s+2m)B: IimD ED:O
(s+py.....5+ pn) k kas+pa) ..... S+pn) O kawH— kH

Para que la expresién anterior sea cierta es necesar® quezi6s - « (en el caso para el cual el
grado del denominador sea mayor que el grado del numerador).

En conclusién, los polos en lazo cerrado coinciden con los ceros en lazo abierto cuendeskel
lugar geométrico puede tener ramas que finalicen en infinito; ahora bien, dado que el sistema es causal
nunca puede iniciarse el LGR en infinito.

El LGR se origina en los polos en lazo abierto y finaliza en los ceros en lazo abierto (finitos e
infinitos). El niamero de ramas del lugar geométrico indica el niumero de polos en lazo cerrado y
coincide con el nimero de polos en lazo abierto y el nimero de ceros en lazo abierto (finitos e
infinitos).

3) Lugar geométrico de las raices sobre el eje real.

Los polos y ceros complejo-conjugados no afectan en la evaluacion del LGR sobre el eje real, dado
gue en su contribucién suman mdltiplos de°3@hservando, Unicamente, los polos y ceros en lazo
abierto sobre el eje real, puede aplicarse la siguiente consideracién: un punto del eje real pertenece al
LGR cuando el nimero de total de polos y ceros a su derecha es impar (la suma angular total sera un
multiplo de 186).

°Y

Fig. 2.32 Contribucién angular de polos complejos-conjugados sobre un punto del eje real
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4) Asintotas del LGR.

El estudio asintotico se realiza paga— «. En ese caso, las contribuciones angulares por parte de
todas las raices son practicamente iguales, y existe un efecto de cancelacién de contribucién angular
entre polos y ceros. De este modo, la expresion de los angulos de las asintotas vendra dada por:

) +180° {2\ + 3
OAsintota= ——— (2.18)
n-m
donde: n y m son los grados de denominador y numerador de la funcion de transferencia en lazo
abierto, respectivamente\yes un nimero natural.

N> T — N\
N> X
- ‘
AN ~ ‘
AN I
~
o >
N ! (6
~
AT

Fig. 2.33 Contribucién angular sobre una asintota

Para demostrar esta expresion debe considerarse la ecuacion caracteristica:

Ge(s)G(s)H(s)=- G (s)=-1

S+ 2y..... (s+ & - _1: kOim Ls+2zy..... (S+Zm)g_' nlfm
(s+ m.....(st p) s»ooE(s+ py.....8+pn)J S
- . Ok O _
Recordando la condicion de angufases———[0= 11800(2}\ +1), AON
s 1
+180°( 2\ +
fasd $=#; AON
n-m
O 160° A=0
o . +180°(a+1 H
Asi, si por ejemplo: n-m=3Fasd §=—————=0 +180° A =1
0
B:300° =+60° A =2
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El punto de interseccion de las asintotas con el eje real, necesario para poder realizar el trazado de las
asintotas, viene dado por la expresion :

m

n
AR

=1
ga=— 1= (2.19)
n—-m
A ~
jo  ~
_—
X P
' —~
! ~
-
0
-0 |
Oa ~." (o)

N
! ~

~
X ~J

~
~
~
~

Fig. 2.34 Ubicacion de las asintotas

Debe observarse que en el caso de n-m=1, esto es, poseer Unicamente una asintota, no debe calcularse
el punto de interseccién, dado que todo el eje real constituye la propia asintota.

5) Puntos de ruptura.

Por definicion, un punto de ruptura en el LGR corresponde a una raiz multiple de la ecuacion
caracteristica, esto es, un punto de ruptura implica un polo en lazo cerrado mdultiple. Debe resaltarse
gue los puntos de ruptura pueden ser reales o complejo conjugados. Los puntos de ruptura pueden
dividirse en puntos de ruptura de dispersion (en los cuales el valor de k alcanza un maximo relativo) y
puntos de ruptura de confluencia (para los cuales k alcanza un minimo relativo).

Para determinar el procedimiento de célculo de puntos de ruptura, se realiza la evaluacion de k cuando
aparece un punto de ruptura sobre el eje real, diferenciandose los casos:

1. LGR sobre eje real entre dos polos. En este caso, el punto de ruptura aparece cuando k alcanza un
maximo relativo, determinandose segun la expresion:

S+21).....6+zm) _ —00 14K (s _ —00 K _B(s)

1+Ga(s) =00 1+k
(s+p.....6+ pn) B(s) A(9)

%_ou B'(S) (A(S) —A'(S) (B(s) =0
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Las soluciones de la ecuacion anterior son puntos de ruptura si pertenecen al LGR y la k asociada es
real y positiva. Obviamente, las soluciones de la ecuacién anterior pueden proporcionar puntos de
ruptura complejo conjugados.

2. LGR sobre eje real entre dos ceros. En este caso, el punto de ruptura aparece cuando k alcanza un
minimo relativo, determinandose analogamente al caso anterior.

3. LGR sobre eje real entre cero y polo. En este caso, existe la posibilidad de que no aparezcan puntos
de ruptura, o bien, que existan en pares de dispersién y confluencia.

A k evaluada sobre eje real A k evaluada sobre eje real
[ k= koo |

v

evaluada sobre eje real "Eax

| Koo

IS T4
| 0

\
kmln‘ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
|

- - - - '

Fig. 2.35 Analisis de puntos de ruptura sobre el eje real
6) Puntos de cruce del LGR con el eje imaginario.
Métodos:

1- Sustituir sso en la ecuacioén caracteristica, igualando parte real e imaginaria a cero.

1+G(9H(9) =00 1+ G(jw)H(jw) =00 Re) + jIm(w) =00 ﬁﬁgfg

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



88 Teoria de control. Disefio electronico

2- Aplicando el algoritmo de Routh, anulando una fila de coeficientes.

Por ejemplo:s® +b[3° +cB+kd= 0

s’ 1 c
(c-kid b.c
Algoritmo: s b krd canular filasp 5 5 - OH k="
¢ | bre-km g k=0
b
s kd

Polinomio auxiliar:Pa(s) =b @ +k@ =00 s=+jc
7) Angulos de arranque y llegada.

Los angulos de arranque del LGR de los polos en lazo abierto y los angulos de llegada del LGR a los
ceros en lazo abierto se determinan a partir de la distribucién del diagrama polos-ceros en lazo abierto.
Para ello, se presupone un punto perteneciente al LGR suficientemente cercano a la singularidad sobre
la que se quiere determinar el angulo de partida o llegada como para poder considerarlo en la misma
posicion que la propia singularidad; de este modo, al aplicar la condiciongdé &odas las
contribuciones angulares seran conocidas exceptuando el angulo de arranque o llegada incognita.

02? jw

P2

80

y
D]
<

£
(o
A
s

v

2

Z1 PO O

o
[ =Y

2 03
P3

Fig. 2.36 Analisis de los angulos de arranque
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Ejemplo 2.10
k [{s-
Calcular el LGR de un sistema c@a(s) = — ZEQ 10%)
s [s” + A $+7)
1) Polos y ceros en lazo abierto.
=2 p;=0
Ceros:E a A F>olos:E _ 15 .
Elz = oo triple g)z,g = —A *j2.06
2) LGR en el gje real
jw
< > o——

Fig. 2.37 LGR sobre el eje real
3) Asintotas
n= 4 (n° de polos finitos) y m=1(n° de ceros finitos)
+60° A=0

+180° A =1
0
Fe300” =60 A =2

0
fasd $21180°(2}\+i:%

4) Interseccion de las asintotas con el eje real.

n m
) 2P 22 i (0+ o—% + j2.06—% - j2.06) —%

a n-m 4-1

=-133

5) Puntos de ruptura.

Al no existir ninguna rama entre polo y cero, no se cumple la condicién necesaria para que exista
puntos de ruptura. Por tanto sélo se calcularan al final si las condiciones geométricas lo requieren.

6) Angulos de arranque y llegada
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A continuacién se calcula el &ngulo de arranque de las ramas de los polos complejo conjugados. Para

ello, en el polo—- % + j2.06se toma un puntB de su entorno tal qué RGR.

fasd B =0, -[200, + ¢, + @] = +18Q 274 + )

Calculo dep,

18-, = arct 2'06D =129

B = arctg 7 0 %=
Calculo ded;
2.06

1876, = arctgz 0 6,=1368
@;=90°
Calculo dep,

+180° (200 + = 1368 21129, + 90 @, =- 312
7) Puntos de cruce con el eje. |

Para encontrar el punto de cruce del LGR con ekege jutiliza el criterio de estabilidad de Routh.

Se busca la ecuacién caracteristica:
10 2
s' +§SB+7§+ kS—§ k=0

Se aplica el algoritmo de Routh.

2
2 1 7 Ly
s 3
10
3
= k
s 3
3% 2
2 7_7 _7k
s 10 3
K2 83
"0t 9K
1
S 7_1'(
10
2
0
Ly
S 3
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A continuacion se busca una k que anule alguna fila.
« k=0 anula lafilas Pero esto indica que hay un polo en el origen que ya era conocido.
« Se busca el valor de k que anula la fla s

3k?* 83
-—+—k=00 k=307
10 9

A continuacion se busca las raices del polinomio auxiliar a esta fila.
T2 -2k o
10 3 k=30.7

-221 - 2046= @1 §5,=+ 304

El LGR cortara al ejeup por+j3.04.

« Para la fila $no hay un unico valor de k que anule a la fila, por tanto no habra otros posibles
puntos de corte.
Eje imaginario
4 T

3.

2.

o
A

Eje real

Fig. 2.38 Lugar geométrico de las raices.

Ejemplo 2.11

k [{s+2)

Calcular el LGR de un sistema c@a(s) = >
(s+1)

1) Polos y ceros en lazo abierto.
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Zl=—2

Ceros@Z
2

2) LGR en el gje real

Fig. 2.39 LGR sobre el eje real
3) Asintotas

n= 2 (n° de polos finitos) y m=1(n° de ceros finitos)

+18C(A+3 O 180 A=0
1 C[£540=+180 A =1

fasd =
La Unica asintota es el eje real negativo.
4) Interseccion de las asintotas con el eje real.
Seran todo los puntos del semieje real negativo.
5) Puntos de ruptura.

Existe una rama entre dos ceros, por tanto existira como minimo un punto de ruptura.

De la ecuacion caracteristica:

k_—(S+J)2
~ (s+2)
dk __As+ st I-(s+3°
ds (s+2)? -
05, =-1
S +4s+3=00 0 _
|__"Pr2__3

Los dos puntos pertenecen al LGR y poské@l): Oy k($2): 4 mayores o iguales a cero y por
tanto son puntos de ruptura.
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6) Angulos de arranque y llegada.
Angulo de llegada a los cerast80°

Angulo de arranque de los polos:
0, — 29, =+18C0 ¢, =+90
91=O°

7) Puntos de cruce con el eje. ]

Para encontrar el punto de cruce del LGR con elege jutiliza el criterio de estabilidad de Routh.

Se busca la ecuacién caracteristica:
& +(k+2)s+2k+1=0
Se aplica el algoritmo de Routh:

s? 1 2k + 1\
st k+2
S| 2k+1

A continuacién se busca una k que anule alguna fila.

e k= —% anula la fila & Pero esto no es posible.

« k=-2 anulalafila’s Pero esto no es posible.
Se comprueba que no corta con el gje j

Eje imaginario

S

-4 -3 -2 -1 0 1
Eje real

Fig. 2.40 Lugar geométrico de las raices
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Ejemplo 2.12

Considérese el siguiente sistema correspondiente a un intercambiador de calor descrito por la funcion
de transferencia {&s)

+

_> e—TS 4’ K- Gl(S) >

1
Gl(S) = g
Fig. 2.41 Diagrama de bloques de un intercambiador de calor.

. . -T 2 ogr
El término € ° es el retardo provocado por el sensor de temperatura que esta fisicamente un poco
mas abajo del intercambiador, de modo que su lectura se retarda T seg.

Se desea construir el lugar geométrico de las raices para un valor fijo de T. Para ello:

1.- Escribir la ecuacion caracteristica del sistema.
2.- Encontrar las condiciones de angulo y médulo.

3.- La ecuacién caracteristica del sistema tiene un nimero infinito de raices por ser una ecuacién
transcendental. Determinar el nUmero de ramas del lugar geométrico de raices.

4.- Demostrar que la ecuacion que determina los puntos donde el LGR cruza al eje imaginario en
frecuencias positivas es:

10t O .
w == +A[2mng, Y calcular dichos puntos para0,1,2.
TR B
Recordar que el LGR es simétrico respecto al eje real del plano s.
5.- Demostrar que los puntos del LGR para K=0 estan en los polggs)e/f80 = - . (S=0+jw).

Dibujar el LGR sobre el eje real, indicando las direcciones de las ramas y la posicion de los polos
en lazo cerrado en K=0.

6.- Demostrar que los puntos del LGR paradestan en los ceros dg(@8) y/o 0=« (s =0+jw).
Las asintotas del LGR son infinitas en numero y todas ellas paralelas al eje real en el plano S.

7.- Demostrar que los puntos de cruce de las asintotas con el eje imaginario positivo vienen dados por
las expresiones:

. 21T\
* Asintotas par@=-: W= ?
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« Asintotas par@=c: = %[T[+ 2m\]

Calcular las asintotas pais=0,1,2.

Considerar: Fase[G1(s)]=-180°|sw-+jw

Fase[G1(s)]=0°|s=+jw

d‘ Gi(s)K e'TS]
8.- Los puntos de ruptura del LGR deben satisf =0. Calcular los puntos de

ds
ruptura.
9.- Dibujar el Lugar Geométrico de Raices completo.
Solucion:
1.- 1+KGY9e °=0; 1+ KeTs- o
s
2.- S0 Hjw

1+Ke e 19TGy(s) = 0

Ke T 19T Gy(s) = -1
Condicién de médulo:  Ke™°|Gy(s)| =1
Condicion de angulo:  -wT +fasd Q( ¥ =+180 2 + }
fasd Q( ¥ =+18Q A+ J+w T

3.- Si la ecuacidn caracteristica tiene infinitas raices, habra infinitos polos en lazo cerrado, y para cada
polo en lazo cerrado habra una rama. Por tanto habra infinitas ramas.

4.- Los puntos donde el LGR cruza al eje imaginario tiene que cumplir la condicion de angulo.

Por tanto aplicando la condicién de angulo a los puntesmsgiremos encontrar.
1 _
fasd (3|, =90  -90=:18¢ A+ }+al W= ?[—90+ 1842+ ]

w:%[—90+ 1842+ =2

=~

+)\2n§
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Descartamos la soluciém=%[—90— 18(( A+ ;L] =- ?H\ZT@ porque hemos aplicado la

1
TH2
condicién de angulo a frecuencias positivas.

ot a
Por tanto corw = +A2m
B "H

|+

A=1 0O co=E w on
2T

5.- Aplicamos la condicién de modulo.
_ 1
To
e "|Gus) =—
| ( )| K

SiK-00 e '°GY3|=w

Por tanto s tiende a los polos dg€$ 6o tiende a .

Para el eje real el LGR es:

6.- Aplicamos condicién de mddulo:
_ 1
To
e "|Gs)| =—
SO
SiK- oo O €7°Gyg)=0
Por tanto, s tiende a los ceros de(§ 6o tiende aw.

7.- Los puntos de s=+j« deben pertenecer al LGR y por tanto cumplir la condicién de angulo.

e Puntoso - -

fasd Q( ¥ =+18Q A+ J+w T -180=+18¢ 2 + J+wT

Para: -180=-18¢ 2 + )+ T
w= l[360\] =2
T T
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97

Para: -180=+18¢ 2 + )+ T

2m 1+ A
w= —1[360+ 360\] = _2n(1+h)
T T
Como calculamos sobre el eje positivo, descartamos frecuencias negativas.

. 21\
Tendremos asintotas pate- -0 en w = -

A=0 0 w=0 A=1 0 oo=§ A=2 0O oo=ﬂ
T T

* Puntoso - o

fasd Q( ¥ =+18Q A+ J+w T
0=+18( A+ }+wT
Para: 0=-18( A + }+wT
1 1
w= ?[18(( 2+3)= ~[r+2m]
Para: 0=+18( A + }+wT
1 1
w= —?[18((2)\ +1]= ~2[r+2m]
Como calculamos sobre el eje positivo, descartamos frecuencias negativas.

Tendremos asintotas pace- - en = —%[TT+ 2m\]

A=0 0 w=—2 A=l 0 =" A=20 w=2n
T T T

~Ts
8.- d Ke =0 e_TS(Ts+1) =0 s:—l
ds s T
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|

4T

3T e

2T

T[/T/—
7]

uT

QV

Fig. 2.42 Diagrama del lugar geométrico de raices.

2.6.2Evaluacién de Ceros en lazo cerrado.

La determinacién de los ceros en lazo cerrado debe realizarse cuidadosamente, dado que no aparecen
de un modo directo en el LGR y su influencia es importante en la respuesta del sistema. Observando
las topologias que se muestran en la figura 2.26, puede decirse que los ceros en lazo cerrado son los
ceros en lazo directo conjuntamente con los polos del elemento de medida.

R(s) + > k(s+2) C(s) - R(s) + k(s+2) - 1 C(s) -
) (s+1) ) (s+1) (s+1)
1
<l
(s+1)

Fig. 2.43 Evaluacion de los ceros en lazo cerrado
Las funciones de transferencia en lazo cerrado de los sistemas descritos son:

C(9 ks+D[(s+2) C(9 _ k{(s+2)
R(9 - (s+1)2 + k[{s+2) Y R(9 - (s+1)2+ k{s+ 2

Los dos sistemas tienen la misma ecuacién caracteristica, lo cual implica que tienen los mismos polos
en lazo cerrado para el mismo valor de k. El trazado del lugar geométrico de las raices es el mismo,
pero los ceros en lazo cerrado son diferentes debido al efecto de la funcion de transferencia del
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elemento de medida. De este modo, para conocer los ceros en lazo cerrado es necesario observar la
estructura concreta del sistema.

Interesard minimizar el efecto del cero de lazo cerrado introducido por el elemento de medida; para
ello, debera alejarse substancialmente del eje imaginario del plano S respecto a los polos en lazo
cerrado. En conclusion, los polos del elemento de medida deben tener constantes de tiempo mucho
menores que las caracteristicas de la planta, esto es, el elemento de medida debe “procesar” muy
rapidamente la informacion respecto a la respuesta transitoria de la planta.

2.6.3Aspectos importantes de construccién del LGR.

1. Efectos de adicion de polos y ceros.

La adicion de un polo a la funcién de transferencia en lazo abiest@)3&n el semiplano izquierdo
del plano S tiene el efecto de “empujar’ el LGR hacia el semiplano derecho. De este modo,
manteniendo la ganancia del sistema, su dinamica tendera a empeorar.

Eje imaginario Eje imaginario

2 T T T y T T 4
15 ‘ 3t
1 ‘ 2t
05 : i
I D B ol
-0.5 : -f
1 | : o
-15 ‘ -3t
245 4 w05 o o5 1 15 2 s 2 1
Eje real Eje Real

Eje Imaginario

Eje Real

Fig. 2.44 Efecto sobre el LGR de la adicion de polos

La adicion de un cero a la funcién de transferencia en lazo abigx{g)@&n el semiplano izquierdo
del plano S tiene el efecto de “atraer” el LGR hacia el semiplano izquierdo. En este caso, la dindmica
sufre un efecto contrario al anterior.
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Eje Imaginario
4

Eje Real

Fig. 2.45 Efecto sobre el LGR de la adicién de un cero.
2. Efectos de movimientos de polos y ceros.

A medida que un polo en lazo abierto se acerca al eje imaginario, las ramas del LGR se acercan mas al
semiplano derecho. Observariamos el efecto contrario en el caso del movimiento de un cero en lazo
abierto.

Eje Imaginario Eje Imaginario
5
4 4
3 3
2 2
1 1
0] 0] . |
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 i -5
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 -14 -12 -10 -8 -6
Eje real Eje Real
Eje Imaginario Eje Imaginario
5 2
4 15
3
1
2
1 0.5
Ob SR — [0 T 1 S UV
1 -05
-2
-1
-3
4 -15
-5 -2
-6 -5 -4 -3 -2 - 1 -2 -15 -1 -0.5
Eje Real Eje Real

Fig. 2.46. Efecto sobre el LGR del movimiento de un polo hacia el semiplano derecho.
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Ejemplo 2.13

Se desea dibujar el lugar geométrico de las raices del siguiente sistema:

R(s) (s+02)(s+1

¢

- 5(5+004?( s+ 497

Calcular:

1.- Lugar geomeétrico de las raices sobre el eje real.

2.- Asintotas, sus puntos de cruce por el eje real y sus puntos de interseccion con el eje imaginario.

3.- Puntos de cruce del LGR con el eje imaginario, utilizando para ello el diagrama de Bode de la
figura 2.47, que representa la evaluacidon de la funcion de transferencia G(s) sobre el eje

imaginario.

4.- Rango de valores de k para el cual el sistema en lazo cerrado es estable.

5.- Puntos de ruptura del LGR y valores de k asociados a los mismos, utilizando para ello la grafica de
la figura 2.48, que representa la evaluacién sobre el eje real del médulo de la funcién de

transferencia G(s).

6.- Dibujar el lugar geométrico de las raices resultante.

Ganancia (dB)

50

-50

-100

-150— — L
10° 107

Fase (grados)

10* 10°

Frecuencia (rad/seg)

-50

-100

-150

-1801 - -
-200

250 Lo i Lo
10° 10° 10™ 10° 10"
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 2.47 Diagrama de Bode en mddulo y fase de G(s)
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10-log|G(s)|
60 R RN RN

20 SR B TS . SEIERAS .

A0
80 - ceedeeallil K

A0 B

ool i i i i i R
10° 10 10" 10° 10" 10°
Semieje real negativo plano S

Fig. 2.48 Mdédulo de G(s) evaluada sobre el eje real

Solucion:

1.- LGR sobre el eje real:

Polos LA: $,=0 $2.3=-40 (doble) s.5=-0.04 (doble)
Ceros LA: g =-1 $,=-0.2
]
e o © N >
-40 1 0.2 -0.04 ]\

2.- Asintotas:

#1800+  +1s80f 2+ )L_%ieoD

a n—-m 5_2 5180
Ga:Zp. > Zj _ —2[30- 20004 ¥ 02 s
n-m 5-2

Punto de interseccion de las asintotas con el eje imagioarao,tg 60° = 45.55
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3.- Puntos de cruce con el eje imaginario:

Sabemos que el diagrama de Bode de la figura 2.47 representa el médulo y la fase de la funcion de
transferencia G(s) evaluada sobre el eje imaginario, por tanto conocemos el valor que toman estas dos
magnitudes para cada punto sobre dicho eje.

Sabemos también que los puntos de cruce del LGR por el eje imaginario son puntos que deben
pertenecer al LGR, y para ello deben cumplir la condicién de angulo:

G(s) OLGR ~ Fase[G(9] =+180°

En consecuencia, para obtener los puntos del LGR que se encuentran sobre el eje imaginario (puntos
de interseccion del LGR con el ef8) j Unicamente deberemos considerar las frecuencias del diagrama
de Bode para las cuales tengamd80° de fase.

Observando el diagrama de Bode de la figura 1, comprobamos que las frecuencias a las cuales la fase
de G(s) es de180°, son:

w=0.055 w=0.350=40
gue se corresponderan con los puntos de cruce del LGR con el eje imaginario.
4.- Margen de valores de k para el cual el sistema es estable:

Sabiendo que el limite de estabilidad se da cuando los polos en lazo cerrado se sitlan sobre el eje
imaginario, podemos determinar los valores de k asociados a los puntos de interseccién del LGR sobre

dicho eje, obtenidos en el apartado anterior, para poder obtener los valores de k que situaran al sistema
en el limite de la estabilidad.

Paras =j0.055 0O k =1.9592
Para s =j0.35 O k=162.73
Para s =j40 O k =127958.55

Conociendo la forma del LGR, podemos decir que:

0 < k <1.9592 O Sistema estable
1.9592<k<162.73 O Sistema inestable
162.73 <k < 127958.5H Sistema estable

k = 127958.55 0 Sistema inestable
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5.- Puntos de ruptura del LGR:

dG
Se puede demostrar qu:ce]l:E =0 O ( (3) =0
ds ds
Para ello, de la ecuacion caracteristicak [G(9 =0 O k= —G—g
d(G()
%: i%—_l E: ds =00 d(G(S)):O
ds dsg GO (G(sY ds

En conclusion: los puntos de ruptura se corresponden con los maximos y minimos de G(s).

De este modo, para obtener los puntos de ruptura sobre el eje real, podremos hacerlo observando los
maximos y minimos de la grafica del médulo de G(s) evaluado sobre el eje real, que tenemos en la
figura 2.48. Ahora bien, deberemos tener cuidado, porque los puntos que se corresponden con los
polos y ceros en lazo abierto provocan valores infinitos en la grafica, debido a que la escala es
logaritmica. Asi, consideraremos (nicamente los maximos y minimos relativos.

De la grafica obtenemos que los puntos de ruptura son:

0=1.510 O Punto de ruptura de dispersion.
0=2.2 O Punto de ruptura de confluencia.
o=12 O Punto de ruptura de dispersion.

Nota: Podemos observar, segun la figura 2, que en la zona del semieje real comprendida entre
o = 0.2 yo = 1 existe otro maximo relativo, pero, a diferencia de los demas, éste no se
corresponde con un punto de ruptura, ya que los valorescderespondientes a esta
zona no pertenecen al LGR, como podemos comprobar en el apartado 1.

Los valores de ganancia k asociados a dichos puntos de ruptura, calculados mediante la sustitucion del
valor dec obtenido en la ecuacién que nos define k, seran los siguientes:

Paras=-1.5-10 0 k = 0.08225
Paras=-2.2 O k=6110.8

Paras=-12 O k =10367.7

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos

105

6.- Dibujar el LGR:

Eje Imaginario

1.5

-1.5

Eje Imaginario

40

30t

201

10t

-40

-50

 k=120840
1 s=j40

-30 -20
Eje Real

-10

Fig. 2.49 Lugar geométrico de las raices de G(s)

Eje Imaginario

-1
Eje Real

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

A
k=144.46 -
$=j0.33

k=2.01
$=j0.055

-G
k=0.0825 .
s=-1.41.10?

-012 -Oil

Eje Real

Fig. 2.50 Ampliacion de la zona del LGR proxima al origen
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2.6.4LGR en sistemas discretos.

En un sistema discreto pueden evaluarse las raices de la ecuacion caracteristica mediante el LGR
trazado en el plano Z. Ello es posible debido a que la ecuacion caracteristica de un sistema discreto
lineal invariante en el tiempo es una funcion racional de polinomios en Z. Por lo tanto, puede aplicarse
el mismo conjunto de reglas de trazado del LGR que en sistemas analdgicos, con la salvedad de que,
ademas, deben obtenerse los puntos de cruce del LGR con el circulo de radio unidad en el plano Z.

Ejemplo 2.14
Calcular el LGR del siguiente sistema
ZOH PLANTA

ROty eone) | e |20,

T

H(s)

ELEMENTO DE MEDIDA

siendo H(9 =1 G(9 = sl]l;l); T=1 seg.

e’™ kK E— 0.36& [{z+ 0717
s sls+1)g z*-136&+ 0368

En__
G (2) = 25
O

. Polos en: =1, 7,,=0.368 y ceros en.z-0.717

*  Asintotas: £180°
. Puntos de ruptura:;20.67 ; K,;=0.196
z=-2.11; K,=15.01
o Corte con el eje imaginarioz=ztj1.161
e  Corte con el circulo unitario. Para calcular estos puntos se aplica el criterio de Routh sobre el
plano transformado W, ya que el circulo de radio unidad del plano Z se transforma mediante la
transformada bilineal en el eje imaginario del plano W.

Gua (W) = Gy (2], 10
1-0.5v

(1-003K)w? +( 0924 0336w+ 0924
w(w +0.929

0=1+G (W) =

Si a continuacion se aplica el criterio de Routh, se encuentra que el sistema sera estable para
0<k<2.39. Si se sustituye el valor limite de k en la ecuacidn caracteristica, se encuentra la
posicion del LGR sobre el circulo unitario, z=0.2#597 (modulo=1; faset75.8°).
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Eje imaginario
2 : : :

1.5f 1

1r 4

0.5f 1

0

-0.5f 1

-1F 4

-1.5f 1

2 . .
-3 -2 -1
Eje real

Fig. 2.51 Lugar geométrico de raices discreto

[

o
N

Por ultimo, debe indicarse que disminuir el periodo de muestreo conlleva modificar el LGR, de
manera que aumenta el margen de valores de k para el cual el sistema es estable, y se produce un
acercamiento de las ramas del LGR a z=1, indicativo de la menor desvirtuacion del sistema discreto
frente al sistema continuo equivalente.

Ejemplo 2.15
Si se repite el ejemplo anterior con T=0.1 seg se obtiene el siguiente LGR.

Eje imaginario
2 T T T

15f
1}
0.5

-0.5f

-1r

-1.5f

2 . n .
-3 -2 -1 0

Eje real
Fig. 2.52 Lugar geométrico de raices discreto

[y
N

Donde el rango de valores de k para el cual el sistema es estable es 0<k<20.3
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2.7 Problemas.

Problema 1

Dado el sistema de la figura :

R@_*-O_A [k Hcone esT C(s)

-[ T s+1

-sT

1-e

Donde Goh(9 =

1.- Obtener la funcién de transferencia de lazo abierto y la funcion de transferencia de lazo cerrado del
sistema.

2.- Dibujar el LGR del sistema en funcién de k sabiendo que el periodo de muestreo es T.

3.- Calcular la relacién entre el periodo de muestreo T y la ganancia k, que proporciona el limite de
estabilidad. Dibujar la curva que relaciona k y T, calculando para ello los valores en los puntos T=
0, 0.1, 0.5, 1, 2 y 10. Razonar el resultado obtenido y compararlo con el sistema continuo
equivalente.

Solucién:
Fl-e = 1 B8 1 8 _.m 10z @z
l-G Z[-)—[—Ie— 1-z1 Tz T2 -—O=—-
(2)= g s+1@ =(mzr Drzgstﬂsﬂg H(s1)g 5 stif z-1 z-e"

La funcién de transferencia de lazo abierto es :

1-¢7 T

FTLA(Z)— k[G(a— kB—_T
Z(z-e)

Y la funcién de transferencia de lazo cerrado :

k(l e

FTLC(Z)_ 226 +I<(1 e)

2.- En lazo abierto hay dos polos y teniendo en cuenta que uno de los polos tiende a z=1 cuando T
tiende a cero, y tiende a z=0 cuando T tiende a infinito, habrd por tanto tres posibles LGR
dependiendo del valor de T.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



2. Andlisis temporal de sistemas continuos y discretos 109

T.O0 I T o T
— —
¥
05 S
2
_/ _/

3.- La ganancia limite de estabilidad corresponde a la situacion de las raices de lazo cerrado cuando
estas cruzan el circulo de radio unidad. La forma mas sencilla de calcular esta ganancia es aplicar la
condicion de médulo :

T
—
ZlUz-e
%—T :;_T » |k|:G(Z)|=1 k:T
L

De la gréfica se observa qyez | = 1; ‘ z- e‘T‘ =1,

Asi que : k:%
l-e

La gréafica que se obtiene de esta relacion es :

De la gréafica se observa que, a medida que el periodo de muestreo aumenta, el margen de estabilidad
disminuye.
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Problema 2

Determinar el lugar geométrico de las raices de un sistema cuya ganancia de lazo viene dada por:

Especificar para ello:
* Polos y ceros en lazo abierto.
* Asintotas y su cruce por el eje real.
* Puntos de corte con el ej@]
* Angulos de salida y llegada de polos y ceros.

* Puntos de ruptura. Especificar si son de confluencia o dispersion.

Solucion:

1.- Polos y ceros en lazo abierto:
Polos: 0]
Ceros:+0.325j

2.-LGR en el gje real:

io

O 0.325

0 -0.325
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3.- Asintotas:

_ #1800+ )

a
n—-m

n = nimero de polos finitds n =3

m = nimero de ceros finita$ m =2

_;ﬁmmm+1E}HA:09a=w@

a

HA=1 6,=540= 180
La Unica asintota es el eje real.

4.- Puntos de corte con el eje imaginario:

2
+0.
Ecuacion caracteristica: 1+ K 20 1105 =0; s®+k3E%+s+0.1056k =0
S +

Algoritmo de Routh:

2 K 01056k

k -0.1056
¢ k

?| 01056k

No existe ningun valor k > 0 que anule una fila. Los Unicos puntos de corte con el eje imaginario se
daran para k = 0, es decir, son los polos en lazo abierto ya conocidos.

5.- Angulos de salida y entrada de polos y ceros:

A
j

03251( ....................................

-0.325]®

§x %

Para conocer los angulos de arranque y llegada de los polos y ceros deberemos aplicar la condicion de
angulo del LGR.
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0;+0,- (@ +@+@;) =£180°

Parag;: 90° + 90° <p; - 90° - 90° =180° [J @ = 180°
Parag;: -90° + 90° + 90°, - 90° =+180° [J @ = 180°
Parad;; 0, + 90° + 90° -90° -90° £180° [ 8, = 180°

Como que el LGR es simétrico respecto al eje real, podemos decir que:
0, = 180° @ = 180°

6.- Determinacion de los puntos de ruptura:

Ecuacion caracteristica: 1+ kis® +0.1056) _ 0: k= -s*-s
| sls” +1 " [ +0105
s=104871
k
d_o 5 0
ds H s=+06677

Los puntos s = 0.4871 y s = 0.6677 no pertenecen al LGR, por tanto no pueden ser puntos de ruptura.
Los Unicos posibles puntos de ruptura son s =-0.4871y s = -0.6677.

Comprobaremos si en esos puntos k > 0.

K
K

=17577> 0
=17569> 0

s=-0.4871

=-0.6677
Por tanto tendremos dos puntos de ruptura en el eje real situados en s =-0.4871yen s =-0.6677 .

Para determinar si son de confluencia o de dispersion, lo podemos hacer de dos maneras:
2k
* Buscar la segunda derivae%\g y ver si los puntos son maximos o minimos.
d

* Sabiendo que las ramas salen de los polos con angulos de 180° y que llegan a los ceros con
angulos de 180°, y que ademas, estas dos ramas no pueden cruzarse, ya que provocarian
puntos de ruptura adicionales inexistentes, la Unica solucion posible es que s = -0.6677 sea
de confluenciay s = -0.4871 sea de dispersion.

Por tanto el gréafico del LGR quedara de la forma:
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1.5 : : r : :

0.5f

Eje Imaginario
o

-0.5r

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Eje Real

Problema 3

Determinar el lugar geométrico de las raices de un sistema cuya ganancia de lazo viene dada por la
expresion:

. k ‘
Gle)= (32 +25+ 2st +25+5)

Especificar para ello:
* Polos y ceros en lazo abierto.
* Asintotas y su cruce por el eje real.
* Puntos de corte con el ej@.

* Angulos de salida de los polos.

. . dk ,
* Puntos de ruptura sabiendo que una raiz de la ecu%amo ess=-1.
s

Solucion:
1.- Polos y ceros en lazo abierto:
Sp12=-1%] Spza=-1%2j

& = (cuarto orden)

2.- LGR sobre el eje real:
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Como en el eje real no existe ninguna singularidad, el eje real no puede pertenecer al LGR.

3.- Asintotas:
a:i180[q2}\+:)=11801ﬂ 2+ )1:145)
n-m 4-0
o 2Pz (i) (1 ) (- 3)
a n-m 4-0

4.- Puntos de cruce con el eje imaginario:
1+G(s)=00 &+45+118+14s+10+k=0
Aplicando el algoritmo de Routh y anulando la fia sbtenemos el valor de k que lo permite:
k=16.25
Para este valor de k, y a partir del polinomio auxiliar, conseguimos los puntos de cruae con j
S, =%j1.87
5.- Angulos de arranque:

Aplicando la condicion de angulo sobre cada uno de los polos complejos conjugados en LA, se
obtiene que los angulos de salida de cada uno de ellos son:

Bs; = 90° 0s, = -90° 0s; = -90° Bs, = 90°
6.- Puntos de ruptura:

., - dk
De la ecuacion caracteristica 1 + G(s) = 0, obtenegqsos —(453 +128 + 225+ 14) =Q

Sabiendo que s = -1 es una raiz de la ecuacién anterior, podemos aplicar Rufini para calcular las otras
dos raices:

%:(s+1)(s+ 1+ j153(s+ + j15$: 0

Para comprobar si las raices de la ecuacién corresponden o no a puntos de ruptura, deberemos
verificar en primer lugar si pertenecen o no al LGR.

Evidentemente s = -1 no puede ser un punto de ruptura porque es un punto que no pertenece al LGR,
ya que no existe LGR sobre el eje real, como hemos comprobado anteriormente.
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En cuanto a las raices complejas conjugadas, podemos comprobar su pertenencia al LGR mediante la
condicién de angulo.

-1+1.58

g/

-1-1.58

-2]

Respecto al punto s = -1 +j1.58: 0;-€ 6, + 65+ 6,) = -(90° + 90° -90° + 90°) = -180°. Es decir, que
cumple la condicién de angulo y por tanto pertenece al LGR. Por simetria, su complejo conjugado
también pertenecera.

Podemos comprobar que los valores de k asociados a estos puntos son positivos, en consecuencia son
efectivamente puntos de ruptura.

El lugar geométrico de las raices quedara entonces de la forma siguiente:

Eje Imaginario

-4 -3 -2 Eje Real 0 1 2
Eje Real
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Problema 4

Dado el sistema de la figura siguiente:

Hy(s) Ha(s)
Ik e 1-¢7 T8 1 C(i)

R(s)

T S s+1

Se pretende observar cdmo depende la estabilidad del sistema de la eleccién del periodo de muestreo
T. Para ello, encontrar una relacion entre T y el valor de K que proporciona el limite de estabilidad.
Solucioén:

H(zy = S@ __Hi@Ha(2
R(2) 1+ Hy(@H(2

Hi(2) = K
_~Ts
Hy@) = T2 L %=(1—z_1)DTZE- L E=(1—z‘1)Drz%——1%
E s+1 = CH)s s s+10
z-10 z z 0O 1-¢'
Ha(2) = 222 -2 -
2 z -1 z-¢'0 z-¢€'
1-e'
K—— K(l—e‘T)
Hz) = —24C8==——
1+K1—e_T z-¢€ ' (1+ K+ K
Z—€

La ecuacion caracteristica vendra determinada por el denominador de la funcién de transferencia

z-€(1+ K|+ K=0
1-eT _ 1
z-¢e" K

Dibujaremos el LGR para observar la dependencia de la estabilidad del sistema con K.

K(l— e‘T)
La funcion de transferencia en lazo abierto viene dada por la expresi@H,(2) = =
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Podemos observar que sélo existe un polo en lazo abierto situado” erEzte polo sera el punto
inicial del LGR. En consecuencia, el LGR tendra la forma siguiente:

KDSC

Para T=1, el polo en lazo abierto esta situado en’z=0e368. Para este valor de T, el sistema deja
de ser estable cuando la rama del LGR cruza el circulo de radio unidad:

z= €1+ K- K=-1 0 Kgg=22

Ahora trataremos de encontrar una relacion entre el periodo de muestreo T y el factor de ganancia K
gue hace oscilar el sistema.

e’ (1+ Kose) ~ K gsc= -1

1+e7 "

Kose=——=
ose ™ T T

Este relacion puede expresarse graficamente como se puede observar en la figura:

K
osc y

2.1

13

\ 4

0.5 1 2 3 4 1

Con lo cual podemos comprobar que, a medida que T aumenta, el rango de estabilidad del sistema
disminuye.
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Problema 5

Dado el diagrama de bloques de un sistema discreto como el de la figura:

R() — ol b —= —| zoH || HE) ¢
- T T
o3-27%) ‘
donde: T=20n2seg D(@)=—F—— H(s)=

3(1_ 5 1) 2s+1

1.- Determinar, para k=1.5, la funcion de transferea%%—.
Z

2.- Dibujar el lugar geométrico de las raices del sistema, para k desgee8pecificando para ello:
* LGR sobre el eje real.
* Asintotas.
* Puntos de ruptura.
* Puntos de corte con el circulo unitario.
* Puntos de corte con el eje imaginario.
3.- ¢ Para qué valores de k se vuelve inestable el sistema?

Nota: La ecuacion caracteristica en el plano transformado W tiene la forma:

-0.444440w + 0721347fw - .14426p%
1+ =0
w [fw +0.480898)

Solucion:

1.-

C(2) _ D(2)ZohH(2)
R(2) 1+D(2)ZonH(2)
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015 0O

ZohH(Z)=( )DTZ%ZSHE z-1_.8 15 E z-1.3

% s % z gs(25+]) z 4D( ])[Qz 0§

(32~ j)D -1
C(2) _ z-1) 4z- J)[Qz 0§ _32-1
R, 2(%2-1 z -1 272
Jz-1) 4z-)rfz- 0§
2.-
e i B 02 0 0

o zapis) < A2 A g k=)

3z-1) z-05 (—])[QZ—OE)

* LGR sobre el eje real:

? Im(z)
1/3 1/2 1 Re(z)

* Asintotas:

+180f2 +} _+180f 2+ )1_@7‘:0 0 =180

8, =
n-m 2-1 GA=10 +540=+180
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* Puntos de ruptura:

k:_%z—l)tﬂz—QS)D:_Egz—%ﬁ}éH
H (z-%) H H H

=73

e (-%)° (z-%)°

X Hz=0 OLGR
z°-24z=0 0O O
Hz=06666 OLGR

ac (22 %)ile-2)-(2 -3 2+ 1) IS LI

K,.o =152 0 O Es punto de ruptar

K|,-06666= 016666 0 O  Es punto de ruptar

* Puntos de corte con el circulo unitario:
Deberemos aplicar el criterio de Routh modificado.

Podemos observar, segun el LGR sobre el eje real, que cortara al circulo unitarioenz=1yen z = -1,
pero debemos saber con qué valor de k cortara en estos puntos, y si existen o no otros puntos de corte.

kifz- 1)

0=1+D(2) T ZonH(9} = 1+ — 2 | 1
2O} - g3

1I-—w

2

De la nota del enunciado sabemos que la transformada bilineal de la ecuacién caracteristica es:

-0.444440w + 0721347fw - .14426p%
1+ =0
w [fw +0.480898%

(1- 0.4444) W2 +( 04808984 .03208PW + . 04625RE 0

w2 1- 0.4444Kk 046252k

wl| 04808984+ 03205%

w? 0462521k
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0.462521-k>@ k>0
0.4808984 + 0.32059-k >[0 k >-1.5
1-0.4444-k > @ k< 2.25

Margen de estabilidad: 0 <k <2.25

Sustituyendo en la ecuacion caracteristica:

K z,=025
iﬂz ()1 =0 O Z+07%-025 00 @
ey A2, =-1

El sistema deja de ser estable cuando el LGR corta el circulo unitario. Para el caso que nos ocupa, esto
se da en z = -1 para un valor de k = 2.25.

Para el otro posible valor limite de k (k = 0):

k)
(z 1) fz-09
Es decir, para k = 0, estaremos situados en z = 1y z = 0.5, siendo z = 1 otro de los margenes de

estabilidad. En consecuencia, el LGR no cortara al circulo unitario en otros puntos que noseanz =1y
z=-1.

Hzlzl

=0 0 7Z-%z+05=00 @
k=2.25 Hz, =05

* Puntos de corte con el eje imaginario:

Para ello aplicaremos el criterio de estabilidad de Routh directamente al polinomio resultante de la
ecuacion caracteristica 1+G(z) = 0, igualando una fila a 0 para hallar las raices imaginarias.

o kfemy)
(z-1{z-05) "

22+(k—%)&+0.5—§=0

22l 1 05—
z1 k-3,
20]05-%

3
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o.5—§=o 0 k=15
k-3=0 O k=15

Parak = 1.5en lafilalz Z2 —(0.5—1%) =00 Z=00 z=0

1+
0.8+
0.6+
0.4 1
2 o2t m
g
£ 0% \_/
o -04f ‘
L .
0.6} ‘
-0.81
-1t -
-15 1 -0‘.5 0 015 1 15
Eje Real
Problema 6
Dado el sistema de la figura 1:
R(s) k C(s)
) s? +2s+ 325 g
1+bl5 |«
Figura 1

1.- Disefiar k y b para tener un error estacionario de posicién del 10%, asi como un coeficiente de
amortiguamiento de los polos en lazo cerrado de 0.707.

2.- Manteniendo el valor de k calculado anteriormente, dibujar el lugar geométrico de las raices en
funcion de b. Para ello calcular:

* LGR sobre el eje real.
* Angulos de las asintotas y su punto de interseccion con el eje real.
* Puntos de ruptura.

* Angulos de arranque de los polos y llegada a los ceros.
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3.- En la figura 2 se muestra una topologia alternativa a la anterior, que posee los mismos polos en
lazo cerrado para los mismos valores de k y b.

R(s) k C(s)
1+b% > >
R s® +2s+325

Figura 2

Relacionar cada una de las topologias presentadas con las respuestas temporales en lazo cerrado al
escalén que se pueden ver en las graficas siguientes. Razonar la respuesta.

1.2 ‘ 1.2
1t 1 1t /\
0.8} 0.8
3 3
g_ 0.6} ?El 0.6
< <
0.4} 0.4}
0.2} 0.2
OO 1 2 OO 1 2
Tiempo (seg) Tiempo (seg)
Gréfica 1 Gréfica 2

Solucién:
1.-Valorde kyb.
La funcién de transferencia en lazo abierto tiene la forma:
k{1+b
G LA (3 = 2[Q—®
s® +2s+325

Se desea un error estacionario de posicién del 10%, luego:

_ 1
€ssp

=———=010 Kp=9
1+K,

, _ k[f1+b®d
Kp=1limGa (9 =Ilim - "2,z U k=3250= 2925
s-0 s-0s% +2s+325 325
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Por otra parte, se exige un coeficiente de amortiguamiento de los polos en lazo cerrado de 0.707.

kf1+by o

La ecuacion caracteristicd+G o (9=0 O 1+ >
s° +2s+325

s? +(2+2925D) (s 325 0

w,2=325 0 w,=5%ad/s
28w, =2+2925b O b= 0207

2.- Lugar geométrico de las raices en funcién de b.

Arreglando la ecuacion caracteristica:

2025b(s _
2 +2s+325

1+
Raices:
S2=-1%£j5.61250 Polos complejos conjugados.
s=00 Cero en origen.
* LGR sobre el eje real: Todo el semieje real negativo.

* Angulos de las asintotas y su punto de interseccion con el eje real:

Tenemos el eje real como Unica asintota, en consecuencia no es necesario calcular el punto de
interseccion de la misma.

* Puntos de ruptura:

_ 9 +2s+325
29.253%
db
<00 f-3252=00 §,=+57
< ,

s =5.70 LGRO No es punto de ruptura.

s=-5.70LGR; b =0.3214> 0 0 s=-5.7 es punto de ruptura.

s=-57
* Angulos de arranque de los polos y llegada a los ceros.
- Angulo de llegada al cero en origen: 180°

- Angulo de arranque de los polos complejos conjugados:
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18(P—arctg%125— 90°-0 = 180

6 =-101028

El lugar geométrico de las raices quedara de la forma:

10

Eje Imaginario

-10

10 5 0 5 10
Eje Real

3.- Identificacion de las respuestas con las topologias correspondientes.

Para ello deberan observarse las funciones de transferencia en lazo cerrado:

. k 29.25

Fig.l 0 Ggc(9= =
° 1% 2 erazss kf1+ b0y &+8054 8 325
k{f1+by _ 29.25{1+ 0209

Fig.2 O Gc(9=

& +2s+ 325+ kif 1+ b  s°+8054s+ 325

Aplicando la expresién del maximo sobreimpulso para un sistema de segundo orden subamortiguado:

e

_z2
Mp=e Y8 24320 O la gréafica 1 corresponde con la topologia de la figura 1.

Problema 7

Determinar los pardmetrds a y b del sistema mostrado en la figura siguiente, conociendo que,
cuando el sistema tiene una rampa de entrada, la sefial de salida sigue la sefial de entrada con un error
en estado estacionario finito, y que, cuando la ganancia se d@kléassefal de salida a un impulso

de entrada es una sefial senoidal con un periodo de 0.314 segundos.
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R(s) k C(s)

Solucion:

Error finito a la rampal &= 00 ky =

O aob=0

. » k ok
Kp = 1M GO = I (v a0)(s+ 3(= b 40&D

Ecuacion caracteristica:

1+ K =0

(s+40)(s+ 9 b

(s+40)(s+ §( = b+ k0

Suponiendo b = 0:
(s+40(s+ 9 k=0 O S +(40+ 38+ 40as k O

Aplicando el criterio de estabilidad de Routh:

s® 1 40m

2 40+a k

J (40+a) 0a- k
40+a

0 k

Si la ganancia pasa de k a 2k, el sistema es oscilatoRaices sobre ejeojl] Fila del algoritmo de
Routh se hace cero:

(40+a)-40a-2k =0
Las raices sobre el ej@ e corresponden con las raices del polinomio auxiliar:

Pa(s) = (40+afst 2k = 0
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2k . 21 . 21
=Hjwg Tk —=Fj——
Ty 0314

=+j20 O & = 400{ 40-a)

Sustituyendo:

10
(40+a)-40a-2k =00 (40+a)-40a-400-(40+a) =A@ a=[]
H-400 Sist. inestable

Asi: a=100 k=200-(40+a)=200-50 = 10000

10000
09 =Zsr10(s 49
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3. Disefio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto 129

3. Disefo de sistemas de control en tiempo continuo y discreto

En este capitulo se abordara la teoria clasica de control, presentando primero el contenido dentro del
ambito temporal continuo, donde se analizan los controladores y las soluciones que estos aportan, con
herramientas propias de dicho dominio. Posteriormente, debido a la aparicion de microprocesadores y
microcontroladores en el mundo industrial, se realizara el andlisis de los controladores en el &mbito
temporal discreto.

3.1 Tipos de controladores

La estructura basica de un sistema de control se muestra en la figura 3.1:

Detector Error Pto. bifurcacion
| CONTROL PLANTA |
R(s) + E(s) Ge(s) M(s) G(s) C(SL
B(s) H(s)

ELEMENTO DE MEDIDA
Fig.3.1 Sistema de Control.

En esta figura pueden observarse los diferentes componentes del sistema de control. El control es el
elemento encargado de 'procesar’ la sefial de error y 'generar' una sefial encargada de disminuir el valor
de dicha sefial de error con el objetivo de lograr la maxima precision posible del sistema de control. El
procedimiento mediante el cual el controlador genera la sefial de control se denomina accion de
control.

Los controles tipicos en sistemas de control en tiempo continuo son:
* Control Proporcional (P).
* Control Proporcional Derivativo (PD).
* Control Proporcional Integral (PI).

* Control Proporcional Integral Derivativo (PID).
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130 Teoria de control. Disefio electrénico

Se estudiara el funcionamiento de cada uno de estos controles, enfatizando sus efectos sobre el estado
estacionario del sistema (errores en estado estacionario), que determinan su precision, y sobre el
estado transitorio, determinado bajo las especificaciones dinamicas requeridas.

3.2 Control proporcional

El controlador proporcional genera a la salida una sefial de control que es proporcional a la sefial de
error. De este modo:

m(t) =k H O M(9= kK 3 (3.1)
Con lo cual, la funcion de transferencia del control proporcional es:
M(s)
Go9=—-=k 3.2
A9=E g (32)

donde, e(t): sefial de error, m(t): sefial de control y k: sensibilidad proporcional o ganancia
proporcional.

Fig.3.2 Control proporcional con k=15 Fig. 3.3 Control proporcional con k=5

En las figuras 3.2 y 3.3 se pueden observar las respuestas tipicas (sefial de error y sefial de salida) de
un control proporcional con dos valores diferentes de ganancia proporcional.

Cuanto mayor es la ganancia del control proporcional, mayor es la sefial de control generada para un
mismo valor de sefial de error. De este modo, se puede decir que para una sefial de control
determinada cuanto mayor es la ganancia del control proporcional, menor es la sefial de error actuante.
En conclusionel aumento de la ganancia del control proporcional permite reducir el error en estado
estacionario Al error cometido se le denomina error de corrimiento.

Obsérvese la necesidad de tener una sefial de error diferente de cero para obtener una sefial de control
diferente de cero.

e)=00 m9=0 e&#00 mH#0
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Observando en las expresiones de los errores estéticos, para poder eliminar un error estacionario es
necesario que la funcion de transferencia en lazo abierto contenga algin elemento integrador (polo en
s=0), siendo el sistema estableglycontrol proporcional no afiade al sistema ningin elemento
integrador. Este hecho permite deducir una conclusion importante de un control proporclonal: e
control proporcional no permite eliminar un error estacionario

Si se calcula el error en régimen estacionario ante una entrada escalén, R(s)=1/s.

lim ! ;
s-01+Ge(9 0O 30H ¥

(3.3)

1
€ccp = Kp=IlimGc(9 O 0 ; &sp =
ssp p o (90 $UH 3 sp 1+ Kp

si G(s) tiene un elemento integrador (polo en s=0) entoncesKy €., 0
Ejemplo 3.1

A continuacién se expone un breve ejemplo en el que se pondran de manifiesto las propiedades
anteriormente comentadas; el sistema a controlar es:

CONTROL PLANTA
R(s) & Ges) L o] G Q.
Fig.3.4 Sistema de control.
1080
Donde:G(9 = ;7 Gd9=K
onde:G(9 s({s+6){s+18 o9

Obsérvese que esta planta posee un polo en el origen, por tanto tiene caracter integrativo, lo que
proporciona un error estacionario nulo a una entrada de tipo escalén.

En la figura 3.5 se muestra el lugar geométrico de raices del sistema descrito en la figura 3.4.

Observando este lugar geométrico de raices, se puede ver que el sistema tendra, para una ganancia
mayor que la ganancia para la cual ocurre el punto de ruptura, dos polos complejos conjugados
cercanos al eje imaginario y un polo real mas alejado. Ante esta situacion, para simplificar el disefio
del control, se puede utilizar una aproximacién de polo dominante, tomando los polos complejos
conjugados como los que caracterizan el comportamiento dinamico del sistema en lazo cerrado y
despreciando el polo real, debido a su breve contribucidn sobre la respuesta transitoria.
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También, de la observacion del lugar
Eje Imaginario Control Proporcional

T — geométrico de raices mostrado en la figura 3.5,
/ al aplicar la aproximacion de polo dominante,

wor 1 se puede deducir que no serd posible obtener

o /. | una respuesta del sistema en lazo cerrado con

tiempo de establecimiento (ts) inferior a 1 seg,
ya que ninguna rama con raices complejo
conjugadas intercepta con la recta definida por
0=4. Debe observarse la existencia de una
rama del lugar geométrico de las raices que
- . puede ofrece=4, pero no proporciona una

Eie Real respuesta dominante.

-2

Si una de las especificaciones de disefio es la precision en estado estacionario y se impone un error
estacionario ante una entrada del tipo rampa del 20% (el error estacionario ante una entrada del tipo
escalon es nulo), se obtiene una K= 0.5.

-25 -20 -15

Fig.3.5 Lugar geométrico de las raices.

Kv = lims 1080K 10K=5 0O K=0.5
= = = = =0.
€ssy s-0 SH{st6)st18

Con este valor de K, los polos en lazo cerrado del sistema se hallarian en:

,_ 1080005 _
s[{s+6)[{s+t19

S +24F + 10878 54C 0
S5 = —2.042+ j4851
s3=-20

Considerando polos dominantes, tendremos las siguientes caracteristicas de respuesta transitoria:

4
ts=—=196seg

Q

t —£—0647se
P g 9
-0

M,=e ™ =2665%

Estas caracteristicas temporales se pueden observar en la figura 3.6. La figura 3.7 presenta la respuesta
del sistema frente una entrada tipo rampa.
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Amplitud K=0.5 Amplitud K=0.5
T T T T

15 2 25 3 ob——l - . . -

Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

Fig.3.6 Respuesta al escalon. Fig.3.7 Respuesta a la rampa.

Si se modifica en el disefio la especificacion del error estacionario ante una entrada de tipo rampa al
10%, realizando los mismos célculos anteriores, se encuentra K=1 para satisfacer dicha condicién, lo
gue supone una situacién de los polos en lazo cerrado en:

S +24% + 10878+ 108G 0
s =-1338¢ j7
S3=-2134

Las caracteristicas de respuesta transitoria, en este caso, son:

tg=

SHES

=3seg

t —£—0453e
Py oSed
-Tlo

Mp=e “ =54.85%

Estas caracteristicas temporales se pueden observar en la figura 3.8. La figura 3.9 presenta la respuesta
del sistema frente una entrada tipo rampa.

En conclusion, se puede decir:

* A medida que aumenta la ganancia del control proporcional el error estacionario ante una
entrada de tipo rampa disminuye.

*En sistemas que poseen una diferencia entre el grado del denominador y el numerador de su
funcion de transferencia mayor que dos (poseen por lo menos dos polos mas que el nimero
de ceros), que son la gran mayoria de los sistemas, el aumento de la ganancia del control
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proporcional conlleva, generalmente, un empeoramiento de la respuesta transitoria del
sistema en lazo cerrado:

- Aumento del sobreimpulso.
- Disminucién del tiempo de pico.

- Aumento del tiempo de establecimiento.

Amplitud K=1 Amplitud K=1
6 T . T T T T T 3 T

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 05 15 2 25 3

1
Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

Fig. 3.8 Respuesta al escalon. Fig. 3.9 Respuesta a la rampa.

De este modo, se puede llegar a la situaciéon de llevar al sistema a la inestabilidad mediante un
aumento excesivo de la ganancia del control proporcional. Estas conclusiones estan acordes con las
posiciones de los polos dominantes en el lugar geométrico de las raices, debido a que los polos
dominantes en lazo cerrado se aproximan al eje imaginarién concreto, para K=2.4 los polos en

lazo cerrado del sistema se sitlan sobre el eje imaginario jque lleva al sistema a tener una
respuesta oscilatoria presentada en la figura 3.10.

Amplitud K=2.4 Amplitud K=2.4
2 T T T T T 3 T T T T T >
‘ ‘ ‘ ‘ 4
R e L e B . :J/***
' ' ' ' /"
L/
o S
‘ S
S S o e o ]
. 4
L
T .
/o
2
T S |
/o
N ‘ ‘ ‘ ‘
o 05 1 15 2 25 3 o 0.5 1 15 2 25 3
Tiempo (seq.) Tiempo (seg.)
Fig. 3.10 Respuesta al escalon. Fig. 3.11 Respuesta a la rampa.
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De este modo, para escoger el valor adecuado de ganancia del control proporcional se tiene que
realizar un compromiso con las indicaciones anteriores. En este caso, se puede escoger una K acorde
con el error estacionario o bien escoger una K para obtener una buena respuesta transitoria.

3.3 Control proporcional integral

3.3.1 Accion de control integral

La accion de control integral genera una sefial de control proporcional a la integral de la sefial de
error:

m(t) = ki Cfye(t) Cuit O M(Q:%DE(Q (Cl =0) (3.4)

La caracteristica mas importante de este tipo de control es que la accion correctora se efectla mediante
la integral del error, ello permite decir que el control integral proporciona una sefial de control que es
funcion de la propia ‘historia’ de la sefial de error, permitiendo obtener una sefial de control diferente
de cero aunque la sefial de error sea cero.

e(t)=0 no implica m(t)=0, de hecho m(t)=cte. implica e(t)=0.

El control integral permite obtener error estacionario nida un sistema de control mediante la
introduccién de un elemento integrador en la funcién de transferencia de lazo abierto. La figura 3.12
muestra una gréfica tipica de la sefial de control y del error integral:

Fig. 3.12 Control integral. Sefal de error y sefial de control
Si se calcula el error en régimen estacionario ante una entrada al escalon, R(s)=1/s.

. 1 o
eSS_SIT(])l+GC(3DG($DH$ ; KD—S!THOGC(S)DG(WH |3 (3.5)
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Si Ge(s) tiene un elemento integrador (polo en s=0) entoncesKy €., 0.

Sin embargo, la accion de control integral empeora de un modo substancial la estabilidad relativa del
sistema, aumentando el sobreimpulso de la respuesta transitoria, pudiéndose obtener, inclusive, un
sistema inestable, debido a que al incorporar un polo en lazo abierto en el origen se desplaza el lugar
geométrico de raices del sistema hacia el semiplano derecho de S. Por esta razoén, en la practica, la
accion integral suele acompafarse por otras acciones de control.

3.3.2 Accion de control proporcional integral

La accién de control proporcional integral (Pl) genera una sefial resultante de la combinacién de la
accion proporcional y la accion integral conjuntamente.

.t D 1 t D
m(t) = kCe( ) + kify e § Clt= K¢ )+ﬁﬂfoe(t) Lot (3.6)

donde Ti es eliempo integral.

M(s) O 10
TL . -
Yer=o M(s) = k%J’ EEE@ By < H'Tieh (3.7)
La estructura en diagrama de bloques:
- k
e(t) © m(t)
ki "
> —_—
S

Fig. 3.13 Diagrama de bloques de la accion de control PI.

Fig. 3.14 Control Pl con K=10, Ki=2. Fig. 3.15 Control Pl con K=10, Ki=4
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El control proporcional integral combina las ventajas de la accidn proporcional y de la accion integral,
la accidn integral elimina el error estacionario, mientras que la accién proporcional reduce el riesgo de
inestabilidad que conlleva la introduccion de la propia accion integral.

En la figuras 3.14 y 3.15 se observan las respuestas temporales de un sistema con control proporcional
integral.

Ejemplo 3.2

El sistema a controlar se muestra en la figura 3.16:

CONTROL PLANTA
R(s) & Ges) L o] G Q.
Fig.3.16 Sistema de control.
o ki
1080 ki Kk s+a
G =—""""—"=; = kt —=kEF——=kGF—
donde:G(9 S5+ 6519 Go9 S S S

dondea= ﬂ
Tk

La inclusion de un control proporcional integral implica introducir un cero real y un polo en el origen

a la funcién de transferencia en lazo abierto del sistema. La inclusién de este polo produce un
empeoramiento de la respuesta transitoria, para evitarlo se disefiara el proporcional integral, fijando el
cero, de manera que se mantenga lo maximo posible el comportamiento del sistema inicial.

El modo de lograr este objetivo es situar el cero del proporcional integral lo més cercano posible al
origen. De esta manera el polo en lazo cerrado originado por el aumento de orden del sistema se
anulara con el cero del proporcional integral, que es un cero en lazo cerrado del sistema, efectuandose
una cancelacion polo-cero. Pudiéndose, entonces, aproximar el sistema controlado por el proporcional
integral al sistema inicial con control proporcional.

Un buen criterio de disefio para fijar el cero del proporcional integral, es decir ‘a’, es tomarlo lo mas
pequefio posible respecto al polo dominante de la funciéon de transferencia de lazo abierto. Por
ejemplo a=0.1. Téngase en cuenta que el valor mas pequefio de ‘a’ posible vendra dado por las
limitaciones fisicas a la hora de la realizacion practica del control.

A continuacion, se obtiene el lugar geométrico de raices del sistema, la respuesta temporal del sistema
ante una entrada de tipo escal6n y un entrada de tipo rampa para dos valores de k (figuras 3.17-3.22).
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Eje Imaginario Control PI
T . . . .
10
sk
Jf
X - - - - - - - - - X — JF —X -
sl
0 -
5T 1 1 1 1 ]
-25 20 -15 10 5 5
Real Axis

Fig. 3.17 Lugar geométrico de las raices.

Eje Imaginario Control PI

01 |

L L L L
0.25 0.2 -0.15 01 -0.05 0 0.05

02 L L L

Eie Real
Fig. 3.18 Lugar geométrico de las raices (ampliacion).

Amplitud K=1 Amplitud K=1
16 T T T T T T T : : : : :
L
o]
| - 1
o os T s : 2s s s p N : 2 s p s s
Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)
Fig. 3.19 Respuesta al escalén (k=1). Fig.3.20 Respuesta a la rampa (k=1).
Amplitud K=0.5 Amplitud K=0.5
16 T T T T

12 T T T T T

Fig. 3.21 Respuesta al escalon (k=0.5).

15 2 25 3

Tiempo (seg.)

Tiempo (sea.)

Fig. 3.22 Respuesta a la rampa (k=0.5).
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Eje Imaginario Control PI Amplitud K=1

:
M

n n n
-20 -15 -10 -5 15 2 25 3

1
Eje Real Tiempo (seg.)

Fig. 3.23 Lugar geométrico de las raices (a=2). Fig. 3.24 Respuesta al escalén (a=2).

Si se compara esta respuesta del sistema ante una entrada de tipo escalén con la obtenida con el
control proporcional (P), se observa que ambas respuestas son aproximadamente iguales para la misma
k, dado que se produce una cancelacién polo-cero en lazo cerrado, provocando que el sistema
mantenga el mismo orden. Para la entrada de tipo rampa se observa que se elimina el error de régimen
estacionario con el control proporcional integral. Por ultimo, debe indicarse que a la hora de la
eleccion de k se debera tener en cuenta las especificaciones transitorias y escoger la k més idonea.

En el caso de escoger el cero del controlador proporcional integral alejado del polo del origen (a=2),
se obtiene un sistema con ramas del LGR desplazadas hacia la derecha, fig. 3.23, por tanto la respuesta
temporal ante una entrada de tipo escalén empeora, tal como se comprueba en la figura 3.24.

3.4 Control proporcional derivativo

3.4.1 Accién de control derivativa

La accion de control derivativa genera una sefial de control proporcional a la derivada de la sefal de
error:

m(t) = kdﬁ? 0 M(s) = kd[EIH $ (3.8)
De este modo, el control derivativo mediante la derivada de la sefial de error ‘conoce' sus
caracteristicas dinamicas (crecimiento o decrecimiento), produciendo una correccién antes de que la
sefial de error sea excesiva. A este efecto se le denaatida anticipativa Resumiendo, la accion
de control derivativa afiade sensibilidad al sistema y tiene un efecto de aumento de estabilidad relativa.
Sin embargo, el control derivativo no puede utilizarse en solitario porque es incapaz de responder a
una sefal de error constante.

et)=ctedd n{)=0
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En conclusién, con un control derivativo un sistema no alcanzaria nunca el estado estaEionario.
control derivativo siempre debe utilizarse en combinacion con otros confpolesu influencia
estabilizadora mediante la accién anticipativa.

3.4.2 Accion de control proporcional derivativa

La acciéon de control proporcional derivativa (PD) genera una sefial que es resultado de la
combinacion de la accién proporcional y la accioén derivativa conjuntamente.

de( § [ de(H O
m(t) = k(D) + kdB%zk%(tﬂTdB%a (3.9
donde Td es dlempo derivativo.
s M(9) = kif1+ TIOR3 0 o = {1+ 7d 3.10
Ccl=0 (s) = H$ B9 (3.10)
La estructura en diagrama de bloques:
K
e(t) © m(Y)
+
B kds

Fig. 3.25 Diagrama de bloques del control PD.

El control proporcional derivativo proporciona al sistema una mayor estabilidad relativa que se
traduce en una respuesta transitoria con menor sobreimpulso. Sin embargo, cuando la influencia del
control es muy grande, el sistema de control tiende a ofrecer una respuesta excesivamente lenta.

Existen dos posibles métodos de disefiglsese priorice el cumplimiento de las condiciones de
régimen estacionario o transitorio en las respuestas temporales. El primer método obtiene una
determinada respuesta temporal transitoria, quedando el régimen estacionario de la respuesta temporal
en funcién del disefio realizado. El segundo método fija una determinada respuesta temporal en
régimen permanente, quedando las condiciones de régimen temporal transitorio en funcion del disefio
realizado. A continuacién se expondran dichos métodos mediante un ejemplo demostrativo.
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Ejemplo 3.3

Primer método. El sistema a controlar se muestra en la figura 3.26.

CONTROL PLANTA
RE) & Ges) |—w G0 ‘g
Fig 3.26 Sistema de control.
1080
D = = kl1+ Tdg= k
ondeG(9 S(s+6) (519 Gd9 il dog ds p

1
dondekd = k[Od =—
onde ya_l_d

Se impone al sistema unas especificaciones de respuesta temporal transitoria de:
ts =1 segundoy Mp = 10%.

Para cumplir dichas especificaciones los polos dominantes del sistema en lazo cerrado deben estar
situados en:

4
ts=—0 og=4
o

_no
Mp=e @ O wd=5458

s.2= —4+ 5458]

Eje Imaginario Control P

210

-15 - )
-20 -15

-10 -5‘
Eje Real

Fig. 3.27 Lugar geométrico de las raices.
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Dibujando el LGR del sistema, fig. 3.27, se puede observar que el sistema con un control proporcional
no conseguird las especificaciones de respuestas transitorias anterior, ya que ninguna rama del LGR
pasa por el punta,s= -4+ 54581. |

Para lograr que el punte.=-4+54587] pertenezca al LGR. se afiade un control proporcional

derivativo (PD), introduciendo el cero del control en una posicién desde la cual sea capaz de atraer las
ramas del LGR. hacia la izquierda, de manera que el pia#o-4+ 54581 pertehezca al LGR.

Para fijar la posicién del cero se impone la condicidn de &ngulo, fig. 3.28:

i5.458

18 -a 6 -4

Fig. 3.28 Trazado para la aplicacién de la condicion de angulo.

5458 5458 5458 5458
arctgm - arctgls—_4— arctgm -180+ arcth =+180; de donde: a=11.136

Con esta posicion del cero los polos de lazo cerrado del sistema se sititan-ehtK45871. Ahoraj
se debe calcular el valor de la ganancia kd en dicho punto. Para ello se aplica la condicién de médulo.

5458 + (11136 J 8.985(11080
kd (10800 =1; kd3 =
V5458 + £ B/ 5458 +( & P B/ 5458+ ( 18 )4 15026058121 6 766
kd=0.0609

Para comprobar el disefio se puede dibujar el LGR. del sistema con control proporcional derivativo,
obteniendo el resultado que se muestra en la figura 3.29.

Se puede ver en la figura 3.29 que, efectivamente, para los valores de a y kd calculados se logra que
los polos en lazo cerrado se sitlen en las posiciones deseadas. Por tanto, se cumplen las condiciones
de respuesta temporal transitoria, pero se debe comprobar si el error estacionario es menor o igual que
el deseado.
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Eje Imaginario  Control PD

T T T

151 . 1

-10

.15 +
-20 -15

-10
Eje Real
Fig. 3.29 Lugar geométrico de las raices.

Célculo del error estacionario:

Kv =lim sOG(s)JG (s) =10 kdl a =6.7834

s> 0

1
essv=—=14.74%
Kv

Evidentemente, no se ha logrado ue=0 ya que para ello se necesita introducir un nuevo elemento
integrador en la funcién de transferencia en lazo abierto. En las figuras 3.30 y 3.31 se observan las
respuestas temporales del sistema disefiado frente a una entrada tipo escalén y una entrada tipo rampa.

Amplitud Amplitud
12 T T T 3 T T T T T
' ' ///
‘ .
- S B -
‘ ‘ ‘ ‘ o
08 , - B P T ]
S b ]
| I I pd ‘
' " ///
04 - - /- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -9 ir - - - - - - - - Ea ST |
02 - /- - - - 7 - - - - - - - - - - -5 - - o 05 - e S T B B 4
/
// ///
// ///, '
% o2 os o o 1 2 14 % o5 2 15 2 P s
Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)
Fig. 3.30 Respuesta al escalon. Fig. 3.31 Respuesta a la rampa.
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« Limitaciones en la utilizacion del control proporcional derivativo.
Supongase que se desee imponer al mismo sistema una respuesta transitoria con el mismo

sobreimpulso pero con un tiempo de establecimiento de 0.4 seg. Para ello, son necesarios unos polos
dominantes en lazo cerrado en la posici@rFs10+ 136431, |

j13.643

-18 -a -10 -6

Fig. 3.32 Trazado para la aplicacién de la condicién de angulo.

Si ahora se aplica la condiciéon de angulo, fig. 3.32, para hallar la posicion necesaria del cero del

proporcional derivativo, para situar los polos en lazo cerrado.en-40+ 136431, j
arctg—13643— arctg—13 043_ 180+ arctg—13 043_ 180+ arctg—13 043_ +180; a= 4.4324
a-10 18-10 10-6 10 T o

Aplicando la condicién de mdodulo se obtienen estos polos en lazo cerrado para kd=0.2388.

En la figura 3.33 se puede observar el LGR. del sistema con el control proporcional derivativo
disefiado.

Observando el LGR. se observa como en
Eje Imaginario Contrgl PD principio no se puede hablar de polos
" ] j | dominantes, ya que existe un polo real en
ol ' j | lazo cerrado entre el origen y “a”.
| / j | En las figuras 3.34 y 3.35 se presentan las
j respuestas temporales ante una entrada de
ok - f . A | tipo escalon del sistema con control
\\ ‘ proporcional derivativo con dos ganancias
S| { 1 | distintas (kd=0.2388 y kd=0.0609).
\\
-10 + !
-20 15 -1d 5 0 5
Eje Real

Fig. 3.33 Lugar geométrico de las raices.
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Amplitud Amplitud

0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 o 05 1 15 2 25 3

Tiempo (seg.) Tiempo (seq.)
Fig. 3.34 Respuesta al escaldn para kd=0.2388. Fig. 3.35 Respuesta al escalon para kd=0.0609.

Conclusiones:

« Para el valor de ganancia disefiado, la respuesta transitoria es la esperada. Ello es posible
debido a que para esta ganancia se esta acentuando el efecto de cancelacién polo-cero en lazo
cerrado.

*Para el otro valor de ganancia, el polo dominante es el real, que debido a su pequefio valor
en moédulo provoca que la respuesta sea lenta.

Las diferencias de valor de las ganancias de estos dos casos no son muy significativas, por ello, a pesar
de lograr disefios adecuados, se recomienda no situar el cero del control proporcional derivativo en
esta zona, a no ser que se posean herramientas de simulacién para hacer una valoracion.

Si los requerimientos son mas exigentes se acabaria teniendo el cero del control proporcional
derivativo en el semiplano derecho, de modo que apareceria un polo en lazo cerrado en el semiplano
derecho, creando un sistema inestable; por ejemplo, si se imponen las especificaciones:

ts=0.2seg! o= 20
Mp =10% 0 wd = 27 287

los polos dominantes deberan estarser=-20+ 27 2871, y aplicando la condiciéon de angulo se
obtendria el cero del proporcional derivativo en a=-22, provocando la aparicion de un polo en lazo
cerrado en el semiplano derecho, ocasionando que el sistema sea inestable. En las gréaficas siguientes
se puede observar el LGR. del sistema con el control proporcional derivativo, fig. 3.36a, y la respuesta
temporal ante una entrada de tipo escaldn, fig. 3.36b.
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Eje Imaginario Control PD Amplitude
30 T T T T T T T T 2 T
e T T
20
T
10 R e T e I N A |
a A I ‘ I
of
/ e
-10 m,,,,,,,,,,,,,,,,,,,\\, ,:,,,,
S T T W
RN
B e e N T Y- 1
-20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20 25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35
Eie Real Tiempo (seg.)
Fig. 3.36a Lugar geométrico de las raices. Fig. 3.36b Respuesta al escalén.

Segundo método: Otra manera de disefiar un control proporcional derivativo es fijando primero la
ganancia para asegurar un error estacionario. Por ejemplo, utilizando el mismo sistema del método 1
donde se le impone, a priori, un error en régimen estacionario ante una entrada de tipo rampa.
Obsérvese que la accidn derivativa no afecta al estado estacionario.

ev=14.74% 0O Kv= K

0.147
Kv = lim s[G(s)0Ge(s) 0 K =0.678

s-0

Ahora resta fijar un Unico grado de libertad que es la posicion del cero del proporcional derivativo.
Para ello, se puede dibujar el LGR del sistema en funcién de la posiciéon del cero del proporcional
derivativo. De esta manera se conoceran todos los posibles valores en donde se pueden situar los polos
en lazo cerrado del sistema para el valor de K prefijado (que permite obtener el error en régimen
estacionario preestablecido).

A partir de la ecuacion caracteristica del sistema:

10804K +Kd ()
sl{s+6)[{s+18

se puede transformar como:

10800Kd [%
3 +
3 +240% + 1080s+ 7327

de donde se puede dibujar el siguiente LGR., fig. 3.37, en funcion de Kd, es decir, la posicion del
cero.
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Eie Imaginario Control PD Sobre este LGR. se pueden imponer
W«F ‘ ‘ ‘ ] unas condiciones de respuesta

! transitoria y analizar si  son
alcanzables.

AN j Si se impone Mp=10% y ts=1seq,
esto es, que los polos dominantes en
| lazo cerrado estén en
P R 0----+4 s2=-4+545d]. Analizando el

1 LGR se observa que dicho punto
= F T — ! 1 pertenece al LGR. Para comprobarlo
/ j de manera analitica se aplicaria la
an b i : | condicion de angulo. Aplicando la
‘ condicién de modulo en dicho punto
‘ se encontraria el valor de Kd=
v 0.0609. Este resultado era previsible,

7285 =20 -18 -10 R n 5
Eie Real ya que se ha impuesto como
condiciébn de error en régimen
Fig.3.37 Lugar geométrico de las raices. estacionario el resultado obtenido en
el método 1.

Sin embargo, si se quisiera Mp=10% y ts=0.4 seg, lo cual implica polos dominantes en
s.2=-10+ 13643], se encontraria que esta posicidn no pertenece al LGR.

Conclusiones:

» Este método se utiliza cuando lo mas importante a garantizar es la exactitud estacionaria.
Posteriormente, se encuentra una Kd, que determina la posicién del cero introducido por el
control proporcional derivativo, para una condicién de respuesta transitoria determinada.

* En el LGR en funcién de Kd, se observa la evolucién de los polos en lazo cerrado para una
ganancia K fija en funcién de la evolucién del cero del proporcional derivativo, es decir de
Kd. Segun este LGR., para un error estacionario fijjo (K fijo), en general el control
proporcional derivativo no permite imponer cualquier respuesta temporal. Por ejemplo, en el
caso anterior hay limitaciones con respecto al maximo sobreimpulso que se puede conseguir y
ademas no se puede lograr tiempo de establecimiento inferior a 0.33 seg. para una respuesta a
una entrada de tipo escaldn, y ello siempre que se pueda aplicar polos dominantes.
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Ejemplo 3.4

Dado el sistema realimentado de la figura 3.38:

R(S) o) SO

Fig. 3.38 Sistema de control.

k
donde: Gp(9 = W
Se desea disefiar un sistema que verifique las siguientes especificaciones:
1. Tiempo de pico menor o igual a 1 segundo.
2. Maximo sobreimpulso menor o igual a 5 %.

Para realizar dicho disefio se proponen los siguientes pasos:

a) Representar en el plano S las zonas en las cuales se cumplen ambas especificaciones presuponiendo
cararacterizacion dindmica de un sistema de segundo orden subamortiguado.

b) Dibujar el lugar geométrico de las raices del sistema.
¢) Razonar por qué el sistema en lazo cerrado no puede cumplir la primera especificacion.

Para cumplir las especificaciones se introduce un control proporcional derivativo en el sistema como
muestra la figura 3.39:

RES) o) SO

H(S) |

Control PD
Fig. 3.39 Sistema de control.

donde: Gp(9 = H(g=st a

sﬂs+2)[ﬂs+7)2;
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Se desea hallar el valor de “a” para lograr cumplir las especificaciones anteriores. Para ello, calcular:

d) El valor de los polos en lazo cerrado tales que, considerando aproximacion por polos dominantes, la
respuesta transitoria al escalon presente un maximo sobreimpulso del 5 % y un tiempo de pico de 1
segundo.

e) Hallar el valor de “a” para conseguir los polos en lazo cerrado del apartado anterior. ¢Para qué
valor de k se logran dichos polos?.

Solucion:

a) Zonas del plano S en las que deberian encontrarse los polos complejo-conjugados dominantes del
sistema:

m
tp=1seg U tp=—0 wd =314
wd

_ y \
— 2 00000000000;
Mp=5%10 e ¢ -~ o050 &= 069 ARSI I

cosp=E& 0 ¢=4636 2

Graficamente, el resultado de las condiciones 1y z Sy ' j3.14

es la zona interseccion entre las zonas rayadas en R S
. O

plano S como se observa en la figura 3.40. B

Fig. 3.40 Condiciones 1y 2 trazadas en el plano S.
b) Trazado del lugar geométrico de las raices:

* LGR sobre eje real: El analisis de este apartado de construccion del LGR conlleva, como
conclusién, que Unicamente pertenece al LGR sobre eje real la zona comprendida entre s=0 y s=-2.

* Asintotas:

_+180°2A+) +180( A+ L %¢45°
¢ n-m 4 Fr135°
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* Puntos de interseccion de las asintotas con el eje real:

dp-2z -T7-7-2
g= = = -
n-m 4
* Puntos de ruptura:
K 2
I+————— =00 k=-s[{s+2)[{s+7)
s{s+2)[{s+t7)
dk 2 Os1=-0.8410 LGR
—=00 2" +10&+ 7= 00 U
ds (2 =-4.15831 LGR

El valor de k para el punto que pertenece al lugar geométrico de las raices es:

k =-sl{st+2)[{ s+ 7)2 0841 = 36 97> Oluego s=-0.841 es un punto de ruptura.
s=-0.

* Punto de cruce con el eje imaginario:

k
———————=-10 s* + 160>+ 7705 + 9818 k= O
sl{st2)[{s+7)
Algoritmo de Routh:
& 1 77 k
I~ 16 98
&2 70875 k
1|70.875198- 16k
Jl—
0 70.875
s k
Anulando las filas:
70.875198- 16k
k=0, ——— =00 k=434.109
70.875
El polinomio auxiliar es:
Pa(9 = 708757 + dfk—4341: 708768+ 4342 D s2=% | 2475

En la figura 3.41 puede observarse el lugar geométrico resultante de este sistema.
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Eje Imaginario Lugar Geométrico de las Raices

T T T T T T T

R L L L . L
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
Eje Real

Fig. 3.41 Lugar geométrico de las raices.

c¢) El sistema no puede cumplir la primera especificacion (tiempo de pico) porque para ello la parte
imaginaria de los polos dominantes deberia ser mayor o igual a 3.14 y como maximo se alcanza el
valor de 2.475 en el limite de estabilidad.

d) Para lograr verificar las especificaciones requeridas se disefiara un control proporcional derivativo
segun ladpologia que muestra la figura 3.39. Previamente se debe calcular el valor de los polos en
lazo cerrado dominantes que proporcionarian una respuesta transitoria al escalén con caracteristicas de
Mp=5 % y p=1 seg. Recordando los resultados anteriores:

T
tp=1seg O tp=— 0 wd=314
o

-ng
/1—52
Mp=5%0 e = Q050 &= 069
o 314

J1-é€2 ) V1-069

En conclusion las raices deseadas spp=s3+ 314 j

wn= =433 0=¢0n=0.6904.331 3

e) Para que las raices deseadas sean polos en lazo cerrado, es necesario cumplir las condiciones de
angulo (pertenencia al lugar geométrico de las raices) y modulo. La aplicaciéon de estas condiciones
proporcionard los valores apropiados de control introducido.
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-7 -a -3 2 o

Fig. 3.42 Trazado para imponer la condicion de angulo.
Condicién de angulo, fig. 3.42:

314 314 o 314 o 314 o
arctg—3 -2 mrctgﬁ) -180" + arctg; -180" + arctg? =+180" 0 a=-0Q441
a_ —_— —_—

Observando el resultado obtenido en el disefio, el control proporcional derivativo introduce un cero en
semiplano derecho en el plano S; el cual, analizando el lugar geométrico de las raices resultante,
conllevara la existencia de un polo en lazo cerrado en semiplano derecho; obteniéndose, en
consecuencia, un sistema inestable en lazo cerrado. Las especificaciones sobre este sistema son
excesivamente restrictivas para poder lograrlas con un control proporcional derivativo exclusivamente,
requeriéndose realizar alguna accion de control adicional.

3.5 Control proporcional integral derivativo

La accion de control proporcional integral derivativa (PID) genera una sefial resultado de la
combinacion de la accion proporcional, la accion integral y la derivativa conjuntamente.

m(t) = ke( )+ kdl:-)?+kijée(t) et = k%ﬂ Tdﬁ?+%ljée( 0 Edtg (3.11)
. 0 10 M(s) O 10
iy M= O+ TaGw (9 0 - S=k(+ Tl tog (342

La estructura en diagrama de bloques se muestra en la figura 3.43.

La accion de control proporcional integral derivativa permite eliminar el error en estado estacionario,
logrando una buena estabilidad relativa del sistema de control. La mejora de estabilidad relativa
implica una respuesta transitoria con tiempos de adquisicién y un valor de maximo sobreimpulso
pequenos.
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Fig. 3.43 Diagrama de bloques de un control PID.

El disefio de un control PID se realiza disefiando primero el control proporcional derivativo para

cumplir las condiciones de respuesta transitoria y, posteriormente, se afiadiendo el control
proporcional integral obtenido tal como se ha visto anteriormente, de manera que su incorporacion al
sistema no afecte a la respuesta transitoria del sistema, pero si elimine el error estacionario.

Ejemplo 3.5

El sistema a controlar se muestra en la figura 3.44:

CONTROL PLANTA
RE) & ees) | | G cQ
Fig. 3.44 Sistema de control.
1080 O 10 (stalst b
Donde :G(9=—— ; G¢(9= kEEH TdDSF'_H: kd—————
s[{s+6)[{s+18) Tils s
1 1
dondekd = kOTd;, a=—; b=—
Td Ti

Imponiendo las condiciones de respuesta transitoria de: Mp=10% vy ts= 1seg.

Se llega al disefio de los controles proporcional derivativo y proporcional integral realizados
anteriormente

o (S+11136)(s+ 0)

S

Gc(9 =0.060

En las figuras siguientes puede verse el LGR, fig. 3.45, del sistema con el control PID disefiado, asi
como las respuestas temporales ante entradas de tipo escalén, fig. 3.46, y rampa, fig. 3.47.
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Eje Imaginario Control PID Amplitud

Wl T T T ] L A

10 -

o

0 o]

5 /

L S S
10 ///
02 | - /L ———————————————————————
/
/
-15 o / L L L L L L
20 15 10 5 0 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
Eje Real Tiempo (seg.)
Fig. 3.45 Lugar geométrico de las raices. Fig. 3.46 Respuesta al escalon.
Amplitud
10 T
o 1 2 s 4 5 & 7 s 9 D
Tiempo (seg.)
Fig. 3.47 Respuesta a la rampa.

Ejemplo 3.6

Dado el sistema realimentado de la figura 3.48:

R Gls) > Gls) [

Fig. 3.48 Sistema de control.

50
donde: Gp(9 =———; Gc(9 = Control
(st2)[st3
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Se desea disefiar un sistema que verifique las siguientes especificaciones:
1. Error estacionario al escalon nulo.
2. Error estacionario a la rampa del 24 %.
3. Maximo sobreimpulso del 14 %.
4. Tiempo de establecimiento de 2 segundos.
Para realizar este disefio se proponen los siguientes pasos:
a) Comprobar que pafac(s =1 no se cumple la condicidn de error estacionario al escalén.
b) Para hacer cumplir las condiciones de errores estacionarios se introduce un control integral:

k
Ge(9 =—

S

Calcular k para cumplir dichos errores y comprobar mediante el lugar geométrico de las raices si se
cumple la condicién 4.

¢) Introducir un control proporcional integrativo.

Go(§ = K{1+Tis)

Fijar el cero del control de manera que se cumpla la condicién 4 y comprobar, mediante el lugar
geométrico de las raices, que para el valor de k que verifica las condiciones de error estacionario no se
cumple la condicién 3.

d) Introducir un control proporcional integral derivativo.

2
TiTaP+ T+l (s+g s
Go(9 = ki e A I
albls

Se fija uno de los ceros del PID en s=-4. Calcular la posicion del cero restante para que se cumplan las
condiciones 3 y 4. Hallar el valor de k para el cual se verifican dichas condiciones. ¢Es compatible
este valor de k con las condiciones 1y 2?.

Solucion

a) Determinacion del error en estado estacionario:

) 50 50
Kp=Ilim = =833

s.0(s+2)[{s+3 208
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€ssp= =01071- essp= 1071%

1+Kp

Se observa que el error en régimen estacionario no es nulo, por tanto sera necesaria la presencia de un
elemento integrador, afiadido por el control, en la funcién de transferencia de lazo abierto.

b) La funcién de transferencia resultante en lazo cerrado es:

c 500k
R(9 ss+2) [ s 3+500k

La expresién del error:

E(9 _ s{s+2){sr3
R(9 ss+2) [ s 3+500k

Por tanto, el error en estado estacionario de velocidad resulta:

. s[{s+2)[{ s+ 3 1 6 1 6
essv= lim s[3 [—)7:—; essv=—=——=0.240 k= Q5
s-0 S[s+2)[{s+3+500k s 500k Kv 50k

La condicién dest2 segundos implica:

3
ts=2seqg.=—0 0=15
-1.5 g

Cuando los polos en lazo cerrado dominantes poseafh5 el
sistema respondera cosx2; o lo que es lo mismo los polos en
lazo cerrado dominantes deben pertenecer a la recta s=-1.5 en el
Fig. 3.49 Trazado en plano S. plano S, tal y como muestra la figura 3.49.

Reglas de construccion del lugar geométrico de las raices:

* Asintotas:

_x180°Q2A+) +1800 2+ L gieo"
¢ n-m 3 Br180°

* Puntos de interseccion de las asintotas con el eje real:

_2p-2z_-2-3

n-m 3

o =-16
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* Puntos de ruptura:

1+ 50k o0 k:_sEQs+2)ﬂs+3)
sl{st2)[(s+3 50

dk 2 (s1=-0.7840 LGR
—=00 33" +10&+ 6= 00 O
ds (& =-25480 LGR

El valor de k para el punto que pertenece al lugar geométrico de las raices es:

sls+2)[{ s+ 3
e E— =0.042> 0Oluego s=-0.784 es un punto de ruptura.

S0 =-0.784
* Punto de cruce con el eje imaginario:

500k

T -10 450+ 60 500k= 0
s[{st2)[( s+ 3

Desarrollando el algoritmo de Routh:

$ 1 6
2l 5 500k
1 30- 50k
*l 5
Q| 50k
Anulando las filas del algoritmo:
30- 50k

50k=00 k=0 TZOD k=06

El polinomio auxiliar permitira determinar las posibles raices de la ecuacién caracteristica con parte
real cero.

Pa(9 = 500 + 505%(_06 = 5008+ 36 O] s2=+ [2.45
En el lugar geométrico de las raices se observa que no existe ningun valor de k para el cual se logre
interseccion entre dicho lugar y la recta s=-1.5. Por tanto no es posible verificar la condiergh de t
segundos. En la figura 3.50 puede observarse el lugar geométrico de las raices resultante del estudio
realizado.
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Eje Imaginario Lugar Geométrico de las Raices
4 T T T T T T

-4 -35 -3 -25 -2 -1.5 -1
Eje Real

Fig. 3.50 Lugar geométrico de las raices.

¢) Se debe mantener el valor de k=0.5 para cumplir las condiciones de error en estado estacionario. El
cero introducido por el control proporcional integral se sitia sobre el polo en lazo abierto situado en
s=-2; lograndose, de este modo, verificar la condicibrode.5, dado que este es el punto de
interseccién de las asintotas con el eje real coincidiendo con el valor del punto de ruptura y el &ngulo

de las mismas es de Q0

Para el valor de k=0.5 yi30.5 se obtiene:

La figura 3.51 muestra el lugar geométrico de las raices en funcion de k consideransio T
jw

-1.5

Fig. 3.51 Trazado en plano S.

Ubicacion de los polos en lazo cerrado a partir de la ecuacion caracteristica:

& +3B+125= 00 82=-1% 32
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A jo
donde, observando la figura3.52. N =~ j3.2
N\
32 N\
= arctg— = 64.8
@ 91_5 N\
-15 ¢ [\
p=arcos€ )=64.8 0 & = 0425 xs /*—’0
/
/
de donde se deduce que el maximo sobreimpulso de la /
respuesta del sistema en lazo cerrado es del 23% , lo / ,,,,, -j3.2
cual implica que no se verifica la condicién 3.

Fig. 3.52 Condicion de angulo.

d) Introduccién de un control proporcional integral derivativo:

50k D(s+4) s+ 3

GLA(9 =
(s+2){st+3 VAF: RS

Para que se cumplan las condiciones 3 y 4 es necesario que el lugar geométrico de las raices contenga
los puntos del plano S que cumplen dichas condiciones.
Calculando segun muestra la figura 3.53.
Mp=14%0 & = Q53
@ = arcosg )=58°

wi=1501g58 = 2.4

A
jw

,,,,,, j2.4
AN

AN

% "
/

/
/
””” j2.4

Fig. 3.53 Condicion de angulo

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



160 Teoria de control. Disefio electrénico

A
jw
- 2.4
///7 /‘\
S Y
oﬁ//c//\// VN \3‘ -
N Ca)
a -4 3 2 o

Fig. 3.54 Condicion de angulo.
Aplicando la condicidn de &ngulo para encontrar el valor id6neo de “a”:

24 ; 24 ¢ 24 180° ¢ 24 +180° 5
—-arc —arc - +arctg— == a=
5 g3 g 5 15

24
arctg—— +arctg
a-15 4

Para calcular el valor de k aplicamos la condiciéon de mdédulo:

sorkd/ 28+ 243 33+ 2.3
20812+ 281 08+ 240 1%+ 22

En conclusién, la funcion de transferencia en lazo abierto tras el disefio resulta:

=10 k=054

_ S0[D54(s+ (st 3
 20Est D+ 3

LA(9)

Dado que el valor de k es mayor que 0.5, el error en estado estacionario sera menor que el
especificado, lo cual es ventajoso.

Amplitud
B ' R'espuesfas tem;')orales :en lazo ::errado'
18 } Sistema con control |
16 }
1.4
1.2 Sistema con coptrol Pl

os I Sistema con

0.6 |
04 f

0.2 |

Y=oz 113 725 335
Tiempo (seg.)

Fig. 3.55 Respuestas temporales con diversos controles.
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La respuesta temporal del sistema de control disefiado frente a una entrada tipo escal6n unitario
permite comprobar que el error en estado estacionario es nulo manteniendo la respuesta transitoria
deseada.

3.6 Estructuras controladoras cero-polo y polo-cero

Las acciones controladoras estudiadas hasta ahora son casos concretos de una estructura general
denominada cero-polo o polo-cero. De hecho, el disefio de un controlador especifico en el plano S a
través del lugar geométrico de las raices se reduce al calculo de los pardmetros éptimos que permiten
ubicar las raices en lazo cerrado en determinada zona del plano S, logrando, de este modo (siempre
bajo determinadas aproximaciones), la dindmica requerida al sistema. Este proceso se basa en la
descripcion de la funcion de transferencia del control a partir de sus ceros y polos.

Desde el punto de vista de disefio de filtros, se puede afirmar que las acciones de control proporcional,
proporcional derivativo y proporcional integral verifican la siguiente funcion de transferencia:

S
1+—
Go(9) = koB—9X = kIR P _ | P (3.13)
14> we stap - S*op
wp

donde:
si e > wp se obtiene una red polo-cero o filtro paso bajo
si (e < wp se obtiene una red cero-polo o filtro paso alto
si e = wp se obtiene un control proporcional
si wp - « se obtiene un control proporcional derivativo
si wp - 0 se obtiene un control proporcional integral

Las estructuras cero-polo y polo-cero pueden disefiarse en dominio temporal de forma anéloga a las
distintas acciones de control que se han estudiado en este capitulo. Para ello debe observarse que
desde el punto de vista de adicidon de singularidades a la funcién de transferencia en lazo abierto se
introducen un cero y un polo reales; por esta razén el disefio 6ptimo conlleva la obtencién de tres
pardmetros, en lugar de dos como sucedia en las acciones de control proporcional, proporcional
derivativo y proporcional integral; obviamente, esta particularidad complicard el disefio, efectudndose
éste, normalmente, en dominio frecuencial.

En el procedimiento de disefio en dominio temporal existe una zona del plano S que, bajo
determinadas aproximaciones, verifica la dinamica deseada; siendopunto de interés de dicha
Zona, para qus sea polo en lazo cerrado deben verificarse las condiciones de angulo y médulo:
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|GLA(3)| =1 Condicién de &ngulo (3.14)

OGLA(s) =+180°  Condicién de médulo (3.15)

Dado que la topologia de control es tipo sdBien (9 = G(90G( ¥ y siendo s=-0+ ¢, se
obtendran las siguientes expresiones:

|Gp(9)|[k[-§i 10 |Gp (s)|EkD” ~0) rar =1 (3.16)
V(wn-0)? +ad®

od wd
OGp(s)+ 0 G($)=+180° O O G( § +arcty - arctg =+180 (3.17)
wc—0 wp—0

A estas dos expresiones debe unirsele la resultante de aplicar la especificacion de precision medida en
términos del error estacionario, formando un conjunto en sistema de tres ecuaciones y tres incognitas

que deberd resolverse por procedimientos numéricos. Este hecho, unido a que posteriormente al

célculo deben verificarse las aproximaciones realizadas, provoca que usualmente el disefio de estas
redes se realice en dominio frecuencial, disefiandose, fundamentalmente, estructuras proporcional,

proporcional derivativo y proporcional integral en dominio temporal.

3.7 Discretizacion de sistemas de tiempo continuo

Generalmente, el disefio de sistemas de control se realiza en funcién de la realizacion fisica final; por
esta razén, se disefian sistemas de tiempo continuo cuando la implementacién resultante es tipo
hardware o mediante circuiteria electrénica, y los sistemas de tiempo discreto para una realizacién tipo
software o programada. Sin embargo, cabe la posibilidad de transformar los sistemas de control en
tiempo continuo o analégicos en sistemas de tiempo discreto; para lograr este propdsito es necesario
transformar el hardware y la caracterizacion dindmica del sistema de control.

El problema, de este modo, se reduce a obtener los parametros adecuados del sistema discreto en
funcién de los parametros de la funcién de transferencia del sistema de tiempo continuo, de modo que
la sustitucion de un hardware (con la programacién adecuada) por otro, en la topologia de control
total, sea adecuada. Las figuras del ejemplo que se realiza a continuacion muestran a través de
diagrama de bloques el proceso de discretizacion.

Existen varios métodos de discretizacion de sistemas o filtros analégicos, como el método de Tustin,
también denominado transformacién bilineal o integracion trapezoidal; sin embargo, el estudio se

centrara en un método eficaz y simple desde el punto de vista algebraico como es el método del
mapeado cero-polo.
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Se puede resumir el proceso de mapeado cero-polo diciendo que es el resultado de aplicar

independientemente la transformaciéns 7" a los ceros y polos de la funcién de transferencia de
tiempo continuo G(s) para obtener la funcién de transferencia transformada de tiempo discreto G(z),
manteniendo la ganancia de dicha funcion de transferencia para s=0 o z=1, segun el domino de
estudio. Sin embargo alguna salvedad debe comentarse:

 Deben transformarse los ceros en infinito que posea la funcion de transferencia G(s) en ceros en z=-1
en la funcién G(z). Para razonar este aspecto debe considerarse que la aplicacion directa de la

transformacion z ¥ ofrece un resultado infinito; sin embargo puede considerarse que el efecto del

- - - L nlit
cero en infinito sobre la funcion muestreada G*(s) implica ceros en posmxm%sjws: — enel
T

plano S por repeticion de las bandas al aplicar el muestreo. La transformaaénj-de mediante
2
z = e*Tofrece el resultado z=-1.

El procedimiento de discretizacion segin mapeado cero-polo puede resumirse, dedestennios
siguientes pasos:

1. Debe factorizarse G(s) obteniendo sus ceros y polos. Los ceros y polos de G(s) se
transforman del plano S al plano Z aplicando la relacién . e

2. Los ceros en infinito de G(s) se mapean al punto z=-1 (manteniendo su multiplicidad), en
conclusién por cada cero en infinito de G(s) se origina un factor z+1 en la funcién de
transferencia G(z).

3. Debe ajustarse la ganancia en continua del sistema discretizado para adquirir el mismo
valor que la ganancia en continua del sistema de tiempo continuo. Para ello se verifica la
coincidencia de la ganancia de G(z) en z=1 y de la ganancia de G(s) en s=0.

Observacion: si el sistema de tiempo continuo puede aproximarse por un filtro paso alto en el margen
de frecuencia de trabajo, en el procedimiento anterior deberian sustituirse ceros por polos y evaluar las
funciones en z=-1 y s=para sistema discreto y analdgico, respectivamente.

En sistemas de control de tiempo discreto, tal y como se ha estudiado anteriormente, el modelado
exige la presencia de un sistema mantenedor de datos que no aparece en la topologia de los sistemas
de control de tiempo continuo. Por esta razdn, para poder obtener una buena discretizacion del sistema
de control de tiempo continuo es conveniente incluir los efectos del mantenedor de datos respecto a la
estabilidad relativa del sistema en lazo cerrado, de este modo la sustitucién del hardware analégico por
el hardware digital no presentara un efecto desestabilizador importante. Para lograr este objetivo se
realizan diversas aproximaciones lineales de la relacion entrada-salida del mantenedor de datos, el
ejemplo siguiente muestra con detalle el proceso de discretizacion presentado.
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Ejemplo 3.7
Se pretende estudiar el proceso de discretizacion del sistema analdgico de la figura 3.56:
Control PD Planta

RS Ge(s) > Gy(s) o),

Fig. 3.56 Sistema de control analégico.
donde:

GP(9 =51 Ge(9) = kil{s+4)
S

1) Se proporciona la siguiente estructura de un control discreto, fig. 3.57:

PD discreto Planta

RE) s — D) ZOH —{ Gys) Cls),.

T

Y

Fig. 3.57 Sistema de control discreto.

donde:

z—a 1
D(z) = k2G——; Gp(9) =—; T=01seg; Gn(s)=
z+1 s

a) Encontrar los valores de ly “a” del controlador proporcional derivativo discreto para que el
sistema discreto tenga las mismas caracteristicas dinamicas que el sistema analdgico de la figura 3.56
para k=4; previamente, indique la posicién de los polos en lazo cerrado deseados en el plano Z.

b) Calcular el nimero de muestras por ciclo de la sefial discreta. ¢Estamos realizando una buena
simulacién del sistema analdgico?.

En general, el procedimiento de discretizaciéon en la practica no es el presentado en el apartado
anterior, debido a que exige un calculo del controlador en el dominio discreto.

2) Se propone como alternativa el diagrama de bloques de la figura 3.58.
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Control PD Planta
R(s + C(s
() - — ZOH > Gi(s) —y ™| ZOH > Gy(s) (5),.
T . T .
-« Dbl&

Fig. 3.58 Sistema de control discreto.
a) Obtener el lugar geométrico de las raices del sistema discreto en funcién de k

b) Determinar el rango de valores degara el cual el sistema es estable. ¢Qué tipo de respuesta
tenemos paraik4?. ¢ Realizamos una buena simulacién del sistema anal6gico?.

3) Se define el sistema analdgico de la figura 3.59:
Control PD Planta

RE) s G(s) Go(s) Gpls) R

Y
Y

Fig. 3.59 Sistema de control analdgico.

donde:

11
Gd(9 = kal{s+ B; Go®)0 Gh( 30 & =0
St s

a) Redisefiar el controlador proporcional derivativo analdgico (determinaci@wydé'y para lograr
gue la dinamica requerida al sistema sea la del sistema de la figura 3.564.0n k

b) Transformar el cero del proporcional derivativo disefiado en el apartado anterior del plano S al
plano Z. Obtener el valor de ganancia en continua del control proporcional derivativo disefiado en el
apartado anterior. Comparar estos resultados con la funcién de transferencia del controlador
proporcional derivativo digital disefiado en el apartado 1. Resumir el método de discretizacion que
usted seguiria en la practica.

Solucién:
1) La funcién de transferencia en lazo abierto pard kesulta:

4[(s+4)

G =
A9 ="
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Si se desean las mismas caracteristicas dinamicas en el sistema discreto que en el sistema anal6gico,
serd necesario que las raices dominantes coincidan en ambos casos, segun la hip6étesis de una buena
simulacién del sistema analdgico por parte del sistema discreto.

GLA(9+1=00 € +40s 16= 00 s2=- 2 34641
Transformacion de los polos en lazo cerrado deseados del plano S al plano Z:

z=¢'5= g gl = goT (fcosd B jsinad T

212= ¢ “®!ificos@464100.1 jsin(34641 0}= 077 0278

Funcion de transferencia en lazo abierto del sistema discreto:

G(2) = 1 z DZBs_%T (;(;QJJSZH)
0.010(z+a)

GlA(2) = D() () = kG——%
20z-)

Célculode ky a:

- Aplicando condicion de angulo:
0.278 0.278 o
arctgo7—— 360° + 2B1rctgl—o77 =+180° 0 a= Q717

- Aplicando condicién de médulo:

001 \/(077 0713 + 0278

=10 k2=92
2 a- 077) + Q0278
. o . z-0.717
Estructura del controlador proporcional derivativo digitx(z) = 92E—1
Z+
2 2
NuUmero de muestras por ciclo de sefial dlscreta= A %)1 =18138

wd

Se obtienen mas de 18 muestras por ciclo, esto implica una buena representacion del sistema continuo
analogo; el sistema discreto respondera de forma anéloga al sistema continuo equivalente.

En las gréficas siguientes, fig. 3.60 y 3.61, pueden verse la respuesta de uno y otro sistema.
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Amplitud Respuesta del Sistema Analdgico Amplitud Respuesta del Sistema Discreto

12 |

08 -

0.6

04 -

02 r

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (seg.) No. de muestras

Fig. 3.60 Respuesta del sistema analdgico. Fig. 3.61 Respuesta del sistema discreto.

Se debe observar que las caracteristicas dinamicas no vienen dadas por aproximaciéon de polos
dominantes debido a la cercania del cero en lazo cerrado a dichos polos.

2) Funcion de transferencia en lazo abierto:

[(s+4) 0 40  5-1
Da(Z):kltél— %T_Ol—kl[él z ) z—lg: ki _
GLA(Z) - Da( Z)E[X Z) kI.D :”151 :DHZZ"' :) — a0 002512 03H2+ :)
2zz-) zz- 1)

Lugar geométrico de las raices en funcionde k

* LGR sobre eje real: pertenecen al LGR las zonas sobre eje real comprendidas entre z=0 y z=0.2, asi
como z<-1.

* Asintotas: Unicamente existira una asintota que coincide con el eje real.

Eb.ns& j 0238

dki
* Puntos de ruptura: son soluciones de la ecua%ién: o0 z=0O 1
z O
O -2.836

El punto de z=1 es un punto de ruptura de dispersién (coincide con los polos en lazo abierto en z=1).

Esperamos un punto de ruptura de confluencia-en< z< -1; observando las soluciones de la
ecuacion identificamos este punto con z=-2.836, para este punto el val@asieirdo es:
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k1= —zEﬂz—l)2 |

= 0300
0.025(z+ ) [{z- 02

z=-2.836

La solucidbn compleja de la ecuacion no pertenece al lugar geométrico de la raices como puede
comprobarse mediante la condicion de angulo.

* Puntos de corte con el eje imaginario:

ecuacion caracteristich+ GLA(2) =0

0.025{z- Q z+
Pt ol R G SN 22 +(0029k1- 2[F° +( 00Zki+ Y Z- 00Bk= O

zﬂz—l)2

Algoritmo de Routh:

23 1 0.02k1+
/2 0.025%k1- 2 - 0005k1
1|0.0005k1* - 00Tk1- 2
z
. 0.025%k1- 2
z ~0.005k1

Valores de k que anulan alguna fila:

2 2 0-54
k1=0; 0.0005k1" - 00Iki- 2= @ ki1 - 2k1i- 4000 O kn,z:D74
O
Polinomio auxiliar:(0.025k1— 3&2 - 0005](# = @ z,2=%+j157
k1=74

* Puntos de intersecciéon con el circulo unitario:

{(w+13333330w - 20)

Ecuacion caracteristica bilinedh Da(w) [G(w) =00 1- Q3k1 >
w*” [{w +20)

w3+ (20- 0 3k1) W2 + Zkilw + 8aki= O

Algoritmo de Routh:

we 1 20k1

w2 20- 0 3k1 80k1
1| 20Kk1[{20- Q Ik - 80k1

W 20- Q3k1

w? 80rk1
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Observando el algoritmo de Routh se obtiene que el sistema es inestable para cualquier vadar de k
concreto, parale4 se tiene una respuesta oscilatoria de amplitud creciente, con lo cual no podemos
discretizar segun este método. La figura 3.62 muestra el lugar geométrico resultante.

Eje Imaginario S
2 T

15

05

-05

-15

-1
Eje Real
Fig. 3.62 Lugar geométrico de las raices.
3) Disefio del sistema analégico:

Deseamos los polos en lazo cerrado dominantes en la pogieidr-2+ 34641j

. L ) _ 20[k3[{s+ b
A partir de la funcion de transferencia en lazo abmﬁm(s)zﬁ se calculan los
s st+20

parametros ky “b” aplicando las condiciones de angulo y médulo:

- Aplicando condicion de angulo:

34641 34641 34641
arctg . arctg o2t 2 @rcth =+180° O b= 32

- Aplicando condicion de médulo:

V122 + 34647

20k34 =10 k3=4
J(20- 2%+ 34642 [ 2+ 3464

Control proporcional derivativo disefiad®d(s) = 4[(st+ 3 2)
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Transformacion del cero del control proporcional derivativo del plano S al plano Z:

T -3.20.1 . I C . o
z=e’°=¢ =0.726. Aproximadamente coincide con el disefiado para el proporcional derivativo

digital del apartado 1.

Valor en continualim Gd(s) = Gd(0) = 4[BR2=12.8

s-0

Valor en continua del control proporcional derivativo digital:

) 1-0.717
limD(z) =D(1) =92F+——=13
s-1 1+1

Debe observarse que los valores obtenidos son aproximadamente iguales.
Método de discretizacion:

1. Redisefiar el control analégico considerando los efectos del mantenedor de datos de orden cero
mediante la aproximacion:

1
Go(9 = 0—
—3+1

2

2. Obtener los valores del control discreto trasladando del plano S al plano Z las singularidades del
control analégico y calculando el mismo valor de ganancia en continua.

El resultado obtenido es légico, debido a que, al realizar una compensacién en el dominio analégico,
incluyendo la aproximacion del mantenedor de datos, se esta considerando el efecto desestabilizador
del mismo (observar la inclusion de un polo en la cadena directa). Ello provoca que podamos realizar
la transformacién directa de la funcién de transferencia del controlador del dominio S al dominio Z.
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3.8 Realizacion discreta de controladores temporales

Los controles temporales vistos hasta el momento han estado basados en una combinacién adecuada
de las acciones proporcional, integral y derivativa. La manera de obtener estos controladores en el
dominio discreto consiste en deducir la expresion de las acciones basicas en una forma discreta,
existiendo distintos métodos para deducir estas expresiones, por lo que el resultado obtenido
dependera del método utilizado. En consecuencia, por razones de extension y simplicidad, se estudiara
un método concreto, utilizando el resultado asi obtenido en andlisis posteriores.

3.8.1 Accién proporcional

La accion proporcional tiene una implementacion discreta directa, multiplica cada muestra de la sefial
de error por un valor de ganancia kp.

G(2)= kp

3.8.2 Accién derivativa

La manera de realizar la accién de control consiste en aproximar la derivada de la sefial de error por la
pendiente de la recta formada entre las muestras (k-1)T y kT de la sefial de error discretizada, tal como
muestra la figura 3.63. Definiendo m(kT) como la derivada de e(t) en el instante t=kT :

m(kT)

e(kT)

e(k-1)T
i <S80 LekD - e -y
dt =yt T
t

kDT KT

Fig. 3.63

Aplicando la transformada Z a la expresién anterior :

G(Z)_M(z)_l—z"l_lcg—l
"E@ T T z

De esta forma, tomando en cuenta la ganancia derivativa, la funcién de transferencia que se debe
aplicar para la accion derivativa es :

G(2)= kd%GZZ;l (3.18)
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3.8.3 Acciodn integral

La accion integral utiliza la integracion trapezoidal como método de discretizacgim Befigura

3.64, el area en el instante actual t=kT de la sefial de error discretizada sera igual al area comprendida
por el trapecio entre los instantes t=(k-1)T y t=kT, mas el area m((k-1)T), integrada con anterioridad y
debida a la suma de areas de los trapecios formados con las muestras anteriores al instante t=(k-1)T,
(zona rayada).

m(kT)

e(k-T) °KD

T
m(kT) = m((k-1)T)y+ = Je(kT) +e((k-1)T]

(k-1)T kT
Fig. 3.64

Aplicando la transformada Z:

M T 1+z" T z+1
Gp=M@ _Tdrz Tz
E(20 2 1-z 2 z-1
Considerando la ganancia integral ki, la funcién de transferencia para la accion integral:

G(2) = kiE)IE)— (3.19)

z+1
2 z-1

El ejemplo 3.8 muestra el resultado de utilizar la integracion rectangular en lugar de la integracién
trapezoidal. Las expresiones obtenidas por ambos métodos son diferentes; sin embargo tienen en
comun el polo situado en z=1 debido a la accidn integrativa.

Ejemplo 3.8

La accion integral puede conseguirse mediante integracion rectangular, donde el area bajo la curva de
la sefial en cuestion se aproxima mediante rectangulos, fig. 3.65. La amplitud de los rectangulos puede
tomarse como la amplitud de la muestra actual (forward), o como la amplitud de la muestra anterior
(backward). Considerando este (ltimo caso :

M(kT) = m((k=DT) + TCH k- 1)T)
Aplicando la transformada Z y considerando la ganancia integral ki, se obtiene:

Tt T
G(2)= ki3 =ki 3 3.20
(9=kiE— =k (3.20)
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m(KT)

e(l’(r/
e(k-1)T

m(k-1)T (k-1)T KT

Fig. 3.65

3.8.4 Diagrama de bloques del control discreto

La figura 3.66 muestra el diagrama de bloques que agrupa las acciones que determinan los controles
PD, Pl y PID discretos. Cualquiera de estos controles puede implementarse mediante la seleccion
adecuada de estos bloques.

e(kT) e R AL: m(KT)

«2 O,

Fig. 3.66 Diagrama de bloques con las acciones proporcional, integrativa y derivativa.

De la accion integral, en el caso discreto, se extraen las mismas conclusiones, con respecto al régimen
estacionario de un sistema, que en el caso continuo. Se puede observar que los polos en z=1 en lazo
abierto del plano Z son los responsables de la mejora en régimen estacionario de la respuesta
temporal, al igual que ocurria con los polos en el origen (s=0) del plano de Laplace. Por esta razén, es
conveniente introducir la accion integral en el control discreto siempre que se quiera mejorar la
respuesta temporal en régimen estacionario de un sistema. No obstante, conviene considerar también
los efectos que tiene la accién integral sobre el transitorio y sobre la estabilidad del sistema.

El disefio de los controladores PD, Pl y PID consiste basicamente en ajustar los valores de los
coeficientes kp , ki y kd , de manera que se cumplan las especificaciones requeridas. No obstante no
hay que olvidar que estos controladores pueden disefiarse utilizando cualquiera de los métodos vistos
con anterioridad.

3.9 Control PI discreto

El control Pl esta formado por la suma de la accion proporcional y de la accién integrativa, de manera
gue su funcion de transferencia considerando el diagrama de la figura 3.66 es :
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kiT_ka
2 T2k
Gpi(2) = kp+mz(kp+kilm'—p (3.20)
2(z-1) 2 z-1

El control Pl en lazo abierto introduce un polo en z = 1, mejorando la respuesta temporal en régimen
estacionario, y un cero en el eje real del plano Z cuya posicion depende de kp y ki, fig. 3.67.

Fig. 3.67

El control PI sera util en aquellos sistemas que carecen de polos en z = 1. La forma de disefiar el
control dependera de los requisitos esperados. Si no existen especificaciones temporales se puede
optar por cancelar uno de los polos de lazo abierto de la planta con el cero que introduce el control, lo
que se denomina de aqui en adelante "método de cancelacion polo-cero”. En el caso de existir
especificaciones temporales, se debe tratar de hallar la posicion adecuada del cero del Pl mediante el
lugar geométrico de las raices, de forma que se cumplan dichas especificaciones.

Ejemplo 3.9

Se quiere aplicar un control PI discreto al sistema realimentado de la siguiente figura:

RO % — Goh(s) Gp (s) c) 10
T " % (s 2)
T =0.1 seg.
Fig.3.68

La funcién de transferencia en lazo abierto :

45200102 (z+ 09048
(z-0.9048(z- 08187

GonGp(2) =

Este sistema, sin controlador discreto, tiene un error en régimen estacionario frente a una entrada
escalén del 16.3%, ya que carece de polos en z = 1. La expresion del control Pl a utilizar, ec. (3.20) :

kiT_ka
zZ+—

T kiT+2kp
-\

)

Gp(2) =(k, + k;
PI()(p |2 7-1
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Al no haber especificaciones, no es necesario imponer, en principio, ninguna respuesta temporal. Por
tanto, como criterio de disefio puede optarse por imponer el polo del control PI como un polo mas del
sistema (anula el error estacionario frente a una entrada escalén , en este caso) y cancelar con el cero
del control Pl uno de los polos de la planta (método de cancelaciéon polo-cero), evitando asi el
incremento en el orden del sistema. El polo a cancelar debe ser el mas cercano a z = 1, de forma que se
consiga aumentar el margen de estabilidad del sistema (margen de valdgs dementando la

distancia a recorrer por los polos en lazo cerrado antes de llegar al borde de la inestabilidad. Asi :

kiT_ka
——F=-0.9048
kiT+2k,

Despejando se obtieriep/ki =10023 de donde tomado kp = 1, y ki = 1/1.0023 = 0.9977, resulta
gue la funcidn de transferencia de lazo abierto del control mas la planta es (ver fig. 3.69) :

00475z + 09043
" (z-1)(z- 08187

Gpi(29) 5o Gp( 2 (3.21)

La expresién del control PI :
Gp(2) =10499F— 0'91048
7—

Segun se muestra en el LGR discreto, fig. 3.69, para el valor de la ganancia en lazo abig4ftbde O.
ec.(3.21), en lazo cerrado los polos estan ubicados en z =#®88) , siendo el sistema estable. El

error en régimen estacionario nulo y la respuesta temporal se muestran en la figura 3.70. Debe
observarse también, fig. 3.70, que la respuesta temporal con control Pl corrige el error en régimen
estacionario frente a una entrada escaldn, pero en este caso empeora el maximo sobreimpulso y el
tiempo de establecimiento. Estos parametros pueden mejorarse reduciendo el valor de la ganancia del
sistema en lazo abierto, ec. (3.21).

2 ‘ ‘ 15 f e T
‘ T~ CIL(t) ‘
l ...................................................
c2(t)
””” 0.5 -
0 i i i

Fig. 3.69 LGR del sistema discreto definido en (3.21) Fi9- 3.70 Respuesta temporal frente a una entrada
escalon. C1(t) con control Pl y C2(t) sin control.
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3.10 Control PD discreto

En el control PD intervienen la suma de la accion proporcional y de la accion derivativa, ec. (3.22). El
control PD introduce de esta manera un polo en z=0 y un cero a situar dentro del eje real positivo del
plano Z, dependiendo del valor de los paramekgsy kqdel control, por lo que el control PD

discreto difiere bastante del control PD analogico.

Z_ikd
Z—lzka+de ka+kd

Gpp(2) =k, + k
PD() p d-l-Z T 7

(3.22)

El control proporcional-derivativo se puede disefiar a través del método de cancelacion polo-cero, tal
como se hacia en el ejemplo 3.2, aunque también se podria disefiar con el proposito degapsstar al

especificacion temporal del sistema a controlar, teniendo en cuenta, para ello, el efecto del polo en z=0
y considerando que la zona util donde se puede posicionar el cero esta comprendida entre z=0 y z=1.

3.11 Control PID discreto

El control PID aglutina las acciones de control proporcional, integral y derivativa, es por ello que
ofrece mayor libertad de disefio del controlador. La funcién de transferencia del control proporcional-
integral-derivativo es :

T 741 . z-1
G =kt ko — kL 3.23
pip(2) = Kp iS5 TRy, ( )

Operando sobre la ecuacion 3.23 se obtiene la siguiente expresion:

k,T? -2k, T -4k
, 22+ i , p dﬁ+ ; 2kd
kT +2ka+2|<(jD kiT? + 2k, T+ 2kq kiT? + 2k, T+ 2k,
2T z[{z-1) (3.24)

Gpip(2) =

Por lo que el control PID tiene un polo en z =1, otro polo en z=0 y un par de ceros a situar en el plano
Z, dependiendo de los requisitos del disefio. En si el control es parecido al control proporcional-
integral (PI), pero con la diferencia de que afiade un cero mas, es decir tiene dos ceros en lugar de uno,
lo que proporciona una mayor libertad de disefio, pudiéndose disefiar el control de manera que cumpla
determinadas especificaciones, a través de las condiciones de angulo y de médulo, tal como se hacia
en el caso analdgico (ej. 3 método de ajuste utilizando el lugar geométrico de las raices), o por el
contrario, empleando el par de ceros que introduce el PID para cancelar los polos de la planta que se
debe compensar (método de cancelacién polo-cero), sustituyendo de esta manera la dinamica temporal
de la planta por una dinamica temporal forzada por el controlador PID (ej. 4).
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Ejemplo 3.10

Dado el sistema realimentado de la figura siguiente :

Control Planta
R(S) + C(s)
— D(z) | zOH [—* Gp(s) >
- T
Fig. 3.71

_-Ts

donde: Gp(s) -k T=01 seg GOh(S)zlL
(st s+ 2 S

se desea disefiar un sistema de control que verifique las siguientes caracteristicas temporales :

1. Maximo sobreimpulso igual a 16.3 %.
2. Tiempo de establecimiento igual a 2 segundos.

Para realizar el disefio se proponen los siguientes pasos :

a) Calcular el valor de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las especificaciones. Hallar
el nimero de muestras por ciclo de la sefial subamortiguada. ¢La respuesta del sistema discreto queda
desvirtuada frente a la respuesta del sistema continuo analogo?.

b) Comprobar que la posicidn en el plano Z de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las
especificaciones son; z =077+ QR78

c¢) Si D(z)=1, comprobar que no es posible lograr para ningun valor de k los polos en lazo cerrado
deseados en el plano Z.

d) Para cumplir estas especificaciones se introduce un control PD que resuelve la siguiente ecuacion
en diferencias: f n= & - @ (x 1l). Determinar la funcién de transferencia del control, el valor
de “a” y la ganancia k para conseguir los polos deseados en lazo cerrado.

e) Si se cambia el periodo de muestreo a T = @AnskS, calcular el maximo sobreimpulso vy el
namero de muestras por ciclo, sabiendo que uno de los polos en lazo cerrado se halla en z=0.4,
manteniendo el valor de k y “a” calculados anteriormente. ¢La respuesta del sistema discreto queda
desvirtuada frente a la respuesta del sistema continuo analogo?.

Solucion :

a) Célculo de los polos dominantes en lazo cerrado que cumplen las especificaciones 1y 2.

_W
o) 2
=20 0=2 Mp=e T ze /7€ 2 01637 wa= 34641

ts=

als

S1p=-0% jux = -2+ j3461
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. : us
Numero de muestras por ciclo: — =—+4—=—+—==
wd  wd 3461

Se obtienen mas de 18 muestras por ciclo, lo que implica una buena representacion del sistema
continuo analogo.

b) Posicién en el plano Z de los polos dominantes:
z=e =g g = 9T ficos@u T Psired T]
215 = e 2% (cos@4641001) j(5in(34641 0}= 077 j 0278
c) Debe comprobarse que no es posible lograr para ningun valor de k los polos en lazo cerrado

deseados en el plano Z con D(z)=1. Para ello se verifica que estos polos no pueden cumplir la
condicién de angulo.

T
G(s):l_e SD k
S (st st 2
G(2) = k[(l— Z—l)DZ 1 ﬁ _ k[0.00452[{z+ 090485
s+ s+ 2)ff,_,, (z-090483(z- 081873

Aplicando la condicidn de angulo a este sistema:

Im(z) &
jo.2v8
— R .
- SN
o — 077. | \3 Re(2)
-0.9048515 1 0.81873083 0.904837
Fig. 3.72
0.278 0.278 0.278
0G(2),_ . =arctg——————-180° +arctg—————— -180° +arctg———————
( )|Z-0-77+10278 0.90485+ 077 090483 077 0.81873 077
0G(2) ;20 77+ja278= ~20648 # 180 0 zOLGR

En conclusién no existe ningln valor de k para el cual se obtengan estos polos en lazo cerrado.
d) La funcién de transferencia del PD que resuelve la ecuacion en diferencias mencionada es :

Y(z) _z-

X(z) z

y(m =x(n-ax 1) Of- X(J= XJ- a0Z'0X 30 0 }=
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Por lo que la funcién de transferencia resultante en lazo abierto :

k [0.00452Z(z - a) [{ z+ 0 9048p

G2 == 17-0,00483 {2 08187p

Para que las raices deseadas sean polos en lazo cerrado es necesario cumplir las condiciones de angulo
(pertenencia al lugar geométrico de las raices) y moédulo. La aplicacion de estas condiciones
proporcionara los valores apropiados de control introducido.

I A
" T o2rs
— ///j N
. 0.77 ez
o D S VAL LU VI VI
-0.9048515 a . 0.81873083 0.904837
Fig. 3.73
Condicion de angulo:
arctg%—arctg%3 + arct 278 -18° + arct 0.278 -
0.77-a 0.77 .90485+ 0 77 .90483- 0 77
-18¢° +arctg& =+180°0 adQ5
0.81873- 077

Aplicando la condicién de modulo se obtiendIR4.

Eje imaginario
1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

o2l
QAP

-0.6

08F - i NG e

-1 L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038 1
Eje real

Fig. 3.74 Diagrama polo-cero en el plano z.
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Amplitud
1.2 T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N° de muestras

Fig. 3.75 Respuesta temporal en lazo cerrado del sistema con control PD.

La figura 3.74 muestra el diagrama polo-cero en plano Z en lazo cerrado del sistema disefiado. Puede
observarse como se obtiene una respuesta en lazo cerrado que verifica las condiciones de disefio
impuestas al sistema, y como el nimero de muestras por ciclo es el esperado.

e) Al cambiar el periodo de muestreo la funcién de transferencia del sistema también variara.

1 %T Z-a_ 24000164202(z- Ofi{z+ 0818]3
=0.2

- k- A o
GLA(Z)—kEél z )DZ%[(5+1)EQS+ ) 7 z[{z-0.67032{z- 081878

Ecuacion caracteristica:
GLA(2)+1=00 Z2-109475007 + 0 674490k .01614144 0O
Conociendo que una raiz se encuentra en z = 0.4:

(12 = 0347375k j 05252815

23 -10947501%% + 0674490k~ .01614144 tog 2204
0 == U

Polos dominantes en lazo cerrado:
2,, = 03473750 j 05252815e 7" [jcosuT )+ jIsin (T ] O

tgoxdT = %SD wd = 4.9325489
0.3473751

20T = (0.347375)% +( 05252898 0 0 = .231213

o
R

0 s12=-0% jod =-231213t j 49325489
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Obtencién del maximo sobreimpulso:

_T[y
e}
Mpze Par e /€ 20230 Mp(%)= 23%

Nimero de muestras por ciclo:

2 2
@ T oo g,

wd  wd  4.9325489

Se obtiene poco mas de 6 muestras por ciclo; por ello la sefial empieza a desvirtuarse respecto a la
respuesta temporal del sistema continuo equivalente; esta es la razon de que haya aumentado el
maximo sobreimpulso respecto al caso anterior.

Ejemplo 3.11

Se quiere aplicar un control PID discreto al mismo sistema del ejemplo 3.2, donde se cumpla la
especificacion de un coeficiente estatico de velocidad kv = 5. Se conoce del ejemplo 3.2 que:

10 _
(s+1(s+2)

452107 (z+ 09043
(z-0.9048(z- 08187

Gp(9= T =0.1segqg,;

GonGp(2) =

Al no tener polos en z = 1, la planta en si no consigue un error en régimen estacionario nulo, lo que si
que seria posible con el control PID. Analizando el error en régimen estacionario de velocidad :

. z-1 .ooz-1
ky = Z"Enl T[GLA(Z) = z"inl T[GPID(Z) [Gon Gp( 2

Operando sobre esta ecuacion :

1.1 2 ~0.04520119048
G—_

k, ==0=[2k,T =
0.09052101813

5.25;
T 2T

Como la especificacion es kv = 5, entonégs= 5= 5.25k; y se obtiene ki = 0.9523. Por otro lado,
como disefio se puede aplicar el método de cancelacion polo-cero :

2
22+kiT _kaT_4kd |1+ 2kd
kiT? +2k, T+ 2kgq kiT?+2k, T+ 2Ky

= (z-0.9048(z—- 08187

022 -1724z+ Q741

Igualando coeficientes :

kiT? -2k, T - 4k
it =0741 ; : i 4 =-1724
KiT= + 2k T+ 2Ky ki T? + 2K, T+ 2Ky
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De este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se deducen los valkreslde y

k4 =0.415. La expresion del controlador y la funcion de transferencia de lazo abierto son :
(z-09048(z- 0818
z[{z-1)

Gia (2) = Goip (9 0Gy Gy( 3:%_01?043

Gpip(2) =58

Tal como muestra el LGR discreto, fig. 3.76, para el valor de kp calculado, los polos de lazo cerrado
estan dentro del circulo unitario, por lo que el disefio es estable.

2,,=0369+ 0319

2 : ‘ 1.2 :
‘ | a AV

o8F {1 -f -+ --\C = [ [

osf [ { I I SR

oaf| | - N S e

02H{ - - -F - - - - --- - - - - R

Segun la figura 3.77, se puede observar que el maximo sobreimpulso esta limitado al 4 %, y que el
tiempo de subida queda reducido considerablemente respecto de la respuesta temporal sin control de
lazo abierto.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fig.3.78
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3.12 Problemas
Problema 1

El sistema de la figura es un control de la temperatura en el interior de una camara cerrada y
convenientemente aislada del exterior mediante un recubrimiento isotérmico.

DRIVER
CAMARA AISLADA
CALEFACTOR Ct
kh 7J777
Tamb al
2.73V V+
10V
R2 R1 v LM334
R
LM324
vo + R1 ;p 0.22k
N —
LM324 N Vs —

10k

Donde :

Rt = Resistencia térmica de la camara. qo = Calor cedido al exterior (a través de las paredes).
Ct = Capacidad térmica de la camara. To = Temperatura en el interior de la camara.

gi = Calor cedido por el calefactor. Tamb = Temperatura ambiente.

El sistema de la figura anterior se representa mediante el siguiente diagrama de bloques:

Vin 4 ~\Verror Va ia qi 1 To
—.( )—> k kh —_—Y >
D) a R{Cist+1

V Vs
° K ks

1.- Teniendo en cuenta que se usa el LM334 como sensor de temperatura, cuyas caracteristicas son:

- Sensibilidad en el punto Vs = 10mV/°Kelvin.
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- Margen operativo de temperaturas: de 0 °C a 70°C.
- Es lineal dentro del margen de temperaturas.
Nota : 0°C =273 °K

1.1.- Dibujar qué partes del circuito corresponden a los bloques de realimentacion definkdos por
y kr.

1.2.- Calcular el margen de tensiones\deteniendo en cuenta el margen de temperaturas y la
sensibilidad del sensor LM334. Dar la expresién matematica que define el comportamiento
de Vs en funcion de la temperatura en °C.

1.3.- Calcular el valor de la ganank&del sensor.

1.4.- Con el fin de adecuar el margen de tensiones que entrega el sensor en Vs, al margen de
tensiones de entrada (de O a 5 voltios), calcular el valor de la gakareiandicar a que
cociente de resistencias corresponde.

1.5.- Explicar el funcionamiento del circuito correspondiente al apartado 1.1.

2.- Si se conoce queRtICt=625 seg. es la constante de tiempo de la camara y que kh = gifia = 0.25,
ka =ia/Va =2, y k&r = 0.07142. Calcular:

2.1.- Para D(s) = 1 el error en régimen estacionario de posicién del sistema.
2.2.- El tiempo de establecimierttoy el maximo sobreimpulso éazo abiertodel sistema.

2.3.- Con el fin de acelerar la respuesta temporal del sistema , disefiar un control Pl para que se
cumplan las especificaciones dg #M5%, § = 7 minutos y &;0.

Si se considera , a partir de este apartado, que la respuesta dinamica del sensor es :

1
T$+1

G(91m334 = Con T1s= 20 seg.

3.- Dada la constante del tiempo del sensor, comentar si puede tener efecto sobre la respuesta temporal
del sistema realimentado. Razonar la respuesta.

Solucién :

1.2.- Son 10mV por cada grado Kelvin, asi que el margen de tensiones esta entre 2.73V y 3.43V. Se
debe pasar de grados centigrados a grados Kelvin. La expresion es la de una re@& v2-K3.

1.3.- El valor de ks es la misma sensibilidad del sensor ks=0.01 .

1.4.- Para adecuar el margen de tensiones de 0 a 5 voltios kr = 7.142 .
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2.1.- El coeficiente estatico de velocidad gs = o liNG(9 HBG50.07142 de forma que el error
So

en régimen estacionario de posicionegs,= 96.55%

2.2.- t =31 = 3625 = 1875 seg. = 31.25 min. El sobreimpulso es cero por tratarse de un sistema de
primer orden.

2.3.- Las especificaciones conducen al ajuste de un punto en el plano de Laplace :

s=-7142M0°3 + 750103

A través de la condicion de modulo y de angulo se establece la posicion del cero y el valor de la
ganancia necesarios. El cero esta er8a5710° y la ganancia vale k=222 .

3.- Al ser un polo en realimentacién, este polo se presenta como un cero del sistema. Este tendra poco
efecto, pues esta bastante alejado del cero del PI. El sensor es mucho mas rapido que las constantes de
tiempo de la planta y por tanto no tiene efecto sobre ésta. Se dice que el sensor es transparente y se
desprecia el efecto dindmico que tiene sobre la planta.

Problema 2

El sistema de control discreto de la figura 1 puede modelarse idealmente como muestra la figura 2 :

Referencia AID Cor_ltrolador DIA J Planta Sallda=
+_ Discreto
Fig. 1
Controlador
Discreto ZOH Planta
R(s) _gTs C(s
— 1 o =< { e l
Fig. 2
36 -a
Donde : Gp(9=—2 D(z) = k£ 2
s[{s+36) z-b

Se pretenden disefiar los parametros del sistema de control para obtener las especificaciones de
M, =10%, t.=0.8 seg y&,=0.

1.- Calcular el valor del periodo de muestreo necesario para obtener 20 muestras/ciclo.
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2.- Si se escoge T=50 mseg., disefiar el controlador discreto D(z) para cumplir las especificaciones
anteriores. Para ello, escoger el valor del paranaete®modo que cancele adecuadamente uno de
los polos de la planta.

3.- Los convertidores A/D y D/A introducen errores a la salida del sistema como consecuencia del
error de cuantificacion realizado en la conversion A/D y D/A, respectivamente. Dichos
convertidores puede modelarse como muestra la figura 3.

e
+l
+

— JAaD|—1 j _75_,0—,

le

+
——|DA—— — —H0—| ZOH |—»

Fig. 3

El error maximo de cuantificacién viene determinado por la expresion:

2" , . .
e = donde "n" es el nimero de bits del convertidor.

max
2

Determinar el nimero de bits de los convertidores A/D y D/A para que el efecto del error maximo
de cuantificacion sobre la variable de salida sea menor del 0.6 %. Considérese una entrada de error
tipo escalén de amplitud,g.

4.- Obtener la codificacion del coeficiertiesi se realiza mediante una palabra binaria que utiliza 8
bits a la derecha de la coma fija, como se muestra en el ejemplo siguiente:

1 1 1 1 _Mm, 1, 10
0.1100000L, = by x =+ bgx—+ bgx —+...+ bgx — =G-+—+—0 =(0.7539062
( )|272 6%+ bsxg 028%222850( Ro
¢,Cree suficiente la resolucion obtenida con 8 bits? Razonar la respuesta.

Solucién:

1.- Eleccién del periodo de muestreo para obtener 20 muestras/ciclo:

ts=§=0.85egD 0=5, Mp=e ™% =01 0 %=0732935D wi= 682188

polos en lazo cerrado deseados; s -5+ [6.82188

Numero de muestras/ciclo% _ 2m/ o

=20 O T=46 mseg.
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2.- Disefio de la red controladora:
D(2) = k gz_—‘;‘
Z —

No se puede cancelar el polo en z=1 porque es el responsable de anular el error estacionario, por ello:
a=0.835702; como se comprueba a continuacién:

_aTs 0 0 0
G(2) = le e g 3% (1-z71 E—2 g
g s slst36)[F %° [s+36)0

100{Q 0152708z + 001438)1 4.241725110° [{z+ 09417781
360z + 1)(z- 0835270 (z-1) [{z- 0.835270}

G(2 =

Debe observarse que es necesario realizar el disefio del controlador porque puede calcularse la
respuesta del sistema en lazo cerrado sin control obteniéndose :

Polos en lazo cerrado : | z=0.8964265% [1P2676517

z=e""= 6" ffcoswd T+ [semd T

Refz]= e °" tosd TH
’ H gt =M. 0T = [Re2 21+ Im?[4

Im[Z =e™°" senx H Refz]

_0.2676517 -

tgodT = —————"] d=5803; €9 =4/(0267651) +( 08964250 o= . 13328
9 0.8964265 \/( y2 ( B%

Polos en Lazo Cerrado en plano de Laplace : 12 =5-13328+ [158p3

Obteniendo una respuesta transitoria de parametros :
4 -

t.=— =3seg M, =e ™/ 0486 0 486%
a

La figura 4 muestra la respuesta temporal del sistema en lazo cerrado sin control, donde pueden
verificarse las caracteristicas dinamicas previstas.
Disefio:

Polos en lazo cerrado deseados : 12 20.733933% 10605531

Aplicando condicion de médulo y condicion de angulo se obtendran los pardmgkosolucion del
disefio.
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Amplitud

15

0.5

0 ] ] i I I I
0 10 20 30 40 50 60 70
N° de muestras

Fig. 4

Amplitud

12 T T T T T T

08 -

06 -

04 -

02 [~

I
0 5 10 15 20 25 30 35
N° de Muestras

Fig. 5
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Condicién de angulo :

[] 0.2695531 O [0 0.2695531 O [0 0.2695531 0_

arct arct 180° +arct =+180°
%.7339335— 0 94177£— %).7339335— b E— H— 0.733933%

b=0.5392857

Condicién de médulo :

4241725710 [k G/( 07339336 .0941778% . 02605531 10 keles3
J(0.7339335 05302857 + .0260553E/( 1. 07339836 . 02608531

Red controladora disefiada : D(z) =1683 ~ 08352702
z-05392857

La respuesta del sistema de control disefiado se muestra en la figura 5.

3.- Estudio del error de cuantificacion:

Sustituyendo los modelos de los convertidores D/A y A/D afectados por errores de cuantificacion en la
topologia inicial, se obtiene el modelo del sistema total siguiente:

Controlador
€ Discreto € ZOH Planta
* + _aTs
RE) N b bt 1-e | oo |6

Como el sistema es lineal, puede aplicarse superposicion. Considerando R(s)=0:

c)=aafa3+ a3 Ex- €Y O Q =%Em

Num . . .
Dado que puede expresar§&(z) = D—; sustituyendo en la ecuacion anterior resulta:
en

Num{1l+ D(2)
Den+ D( 2 ONum

C(2= (E(2)

Si la sefial de error de cuantificacion es tipo escalon de amgligld/alor en estado estacionario de
la sefial salida del sistema es:

Css= Iim(l— Z_l)[q 2 =lim (1_ Z—l)DNumEQ1+ D(2) Deﬁ
z-1 z-1 Den+ D(2ONum z-1
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.01 d z-05392857 .
css= lim +1e= I|m e ; dado que lien=0.
=M JEh.6837Eﬂz— 0835270p 15 e

Css=2.66109638< 00060 e< 22547 ID

2—n
2

para n=70 278 =3.9063110°%; en conclusion, se necesitan 8 bits en la conversion.

Como el error maximo de cuantificacion es;,, = =27 (n). para n=80 27° =19537010° y

4.- Efecto de la codificacién de coeficientes :

En el disefio se obtuvo b=0.5392857

Las posibilidades de codificacion de este coeficiente con 8 bits son :
10

m. 1
(01000101}, = Brst 750 = (05390623

m, 1
(01000101}, = B+t 27 285 (05429688,

Planteando la ecuacién caracteristica resultante para cada uno de las dos posibilidades existentes
puede verificarse que no existe una desviacién importante respecto al caso disefiado; por esta razén, el
sistema implementado respondera de modo similar al caso ideal, lograndose, por tanto, validar las
especificaciones de disefio requeridas.

Problema 3

El método de discretizacion del mapeado polo-cero consiste en separar numerador y denominador de
la funcion de transferencia G(s) a polos del filtro de tiempo discigfz] G

Considerando el filtro de tiempo continuo : G(s)= K(s+a), la zona de interés es el rango de bajas
frecuencias.

Si se quiere obtener un filtro de tiempo discreto equivalepfe]Gutilizando el método del mapeado
polo-cero ; para ello :

-1

z-p

GD[Z] =

1.- Situar en el plano S los polos y ceros finitos de G(s). Transformar dichos puntos al plano Z.

- ldentifique si hay polos y/o ceros a frecuencia infinitac{). Conociendo que en el dominio
discreto es equivalente la frecuencia infinita del plano S con la maxima frecuencia Util para que no
se produzca aliasing, transformar las singularidades anteriores del plano S al Z.
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3.- Ajustar la ganancia § del filtro de tiempo discreto de manera que coincida la ganancia en
continua del filtro continuo con la ganancia en continua del filtro discreto, ya que nos interesa la
zona de bajas frecuencias.

4.- Escriba la expresion completa del filtro discreto equivalepjz]GDar los valores de z1, pl, y
Kp.

Utilizando ahora el método del mapeado para transformar un sistema de control continuo a control
discreto.

Dado el sistema 1:

C(s)k

RO Lo 4e+2)

Rl

Sistema 1

Se quiere encontrar un control discretg[d:

Golz]
R(s) Control 1 C(s)
-+ — digital ZOH 2 >
-+ T=0.1seg
Sistema 2

Para ello :

a.- Encontrar el controlador analdgico G(s) para que el sistema 3, al incluir un ZOH, tenga los polos
dominantes en lazo cerrado en la misma posicion que el sistema 1.

RE) +~T G(s) ZOH é )
Sistema 3
] 1
Donde: ZOH = y G(9=Ks+ 3
E s+1

b.- Transformar G(s) a un controlador digita)[@] mediante el método del mapeado polo-cero.
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Solucion :

1.- G(s) = k(s+a)

4w 4+ 1m[z]

o 5* O z=ds0O S PN
-a e™a Re[Z
2.- Posee un polo en infinito. La maxima frecuencia que no presksding es w = %(.05=$. Si
; Ts_ JTT j
transformando dicho punto al plandZ z=¢e'*=¢e T = & =-1
3.- Gp(1) = G(0)
-aT -aT
z—e l-e 2aK
Gplz=Kp— Gp@® =K =G(0)=aKO Kp =
o[4=Ko— 7 p(@=Kp —7=C0O D= e

2aK z-eaT

4.- Gplz| =
D[ ] 1- e_aT z+1
a.- Condiciones dinamicas iniciales (sistema%(.3 = As+d) O Polosen g=-2£2]
(9 &+4s+8

Al afiadir ZOH se modifican los polos en lazo cerrado, por lo que debe de calcularse la situacién del
cero del control para que los polos se mantengan,en-8+2j

20 1 soH=_ L 20

FLA = K(S+ a)

s+202 00%+1 s+20

Aplicando condicién de angulo :
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-135- 135 634 arctgi2 =+1800 a=177
a_

Para calcular K se aplica condicién de angilo MS: 10 K=359
181

I 8Z
Gc(s)=3.59(s+1.77)

b.- Se transforma el controlador anal6gico a digital :

__-17701 _
z—-e :KZ 0.83

Gplzl=K
D [ ] z+1 z+1
Para encontrar el valor del Gp(1)=G(0)
k179837 350770 K = 7796
1+1
z-0.837

GD[Z] = 7796?

Problema 4

El sistema Resolver es muy utilizado en aplicaciones industriales de control de posicion y velocidad de
motores. Su funcionamiento puede resumirse indicando que ofrece a su salida dos sefiales senoidales
en fase, cuya amplitud depende del angulo actual medido en el motor y cuya frecuencia depende de
una sefial externa. Para logra extraer la informacion de posicion angular del motor se afiade el sistema

RDC (Resolver Digital Converter) al Resolver como muestra la figura 1.

RDC

——

\

Yy

- R4 \ 83 %‘ ‘é SINE MULTIPLIER
REF R2 [ ( o | 2 I R
% T ¢ (DIGITAL) T

o S

Yy

o

|

Rl REF
R3 g‘ Ej . ERROR
S 1 COSINE MULTIPLIER I I AMP

PHASE
SENSITIVE
DETECTOR

RESOLVER TRANSMITTER UP DOWN COUNTER vCO

FREQUENCY
SHAPING
(INTEGRATOR)

SIN (0-¢)

| L]

BUSY INHIBIT VELOCITY
DIGITAL OUTPUT OUTPUT

WORD

Fig. 1

De este modo, se obtiene a la salida del RDC una palabra digital que contiene la informacion de la

posicién angular actual del motor.
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Conociendo que el sistema anterior puede modelarse en su conjunto por:

Velocidad
1 medida (Voed
Angulo Angulo
Moto?L(je 0 medid% Brmed Palabra
mo 2 Ay(s) | Ax(S) | AID |—— Digital
- Salida
K1 _1+si1 K2
donde: A1(S) :—Gl—; A2(s) = —
s 1+s[i S

1.- Obtener las funciones de transferencign?eds) Vmeds) .
Bmot(s) Bmot(s)

Calcular los valores estacionarios de angulo y velocidad medidos para los casos:

Bmot(s) = 2?0 y Bmot(s) :é

2.- Razonar el funcionamiento del sistema Resolver-RDC. Comparar este sistema con un bucle de

enganche de fase (P.L.L.).

3.- Calcular el numero de bits necesarios para tener una resoluciéon angular menor de 0.1°.

4.- Sabiendo que el contador del sistema RDC utiliza los pulsos generados por el VCO para
determinar la posicion angular del motor. ¢Cuantos pulsos se generan en una revolucion del
motor?. ¢ Cual es la velocidad maxima que puede seguir el sistema si la frecuencia maxima del

VCO es de 1,536 MHz?.

A continuacién, se desea estudiar un sistema de control de posicién utilizando los sistemas anteriores

tal y como muestra la figura 2.

Angulo

Referencia > HP ::: oAl

(Palabra digital)

Angulo medido
(Palabra digital)

Fig. 2
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Dado que el periodo de muestreo del sistema de control es de T=50 mseg y el tiempo de
establecimiento del sistema Resolver-RDC es de 20 mseg, el diagrama de bloques equivalente de este
sistema es:

Bin(S) . O_/T\_. D(z) ZOH o) | OmlS),

Km
donde: G(9 =

= SI(Tm+1) km=20 (ganancia del motor)

Tm=500 mseg (constante de tiempo del motor)  D(z): control discreto a disefar

5.- Seleccionar y disefar el control discreto adecuado D(z) para obtener un tiempo de establecimiento
de 1.2 segundos y un maximo sobreimpulso del 20 %. Determinar el nimero de muestras por ciclo.
Razonar la eleccién del control y el disefio del mismo.

6.- Supbngase que el motor queda en vacio (sin carga) variando su constante de tiempo de 500 mseg a
5 mseg. Razonar las causas que proporcionan un mal funcionamiento del sistema de control.
Determinar una solucién al problema y dibujar el diagrama de bloques equivalente del sistema de
control.

Solucién:
1.- Funciones de transferencia:

Bmed(s) - KKo(1+sMy) . Bmed® - Ky SO+ sh)
Omot(9 L+ Sh) + KyKp(1+ Tt)  Bmor(® &L+ sb) + Ky Ky(1+ sy

Valores estacionarios:

1. Omed(® = g); Bmeg = lim SMQ =20
S

C Vg = lim smed® 20 _
500 Ope(® s

s-0 Bmot(9) s

1 - Omed(9 1  Vmed® 11
2.0 9=—=; 06 :|Imsﬂ—:oo; V, = lims—mea*” — - _—
mot() 52 med sn0 emot(s) 52 med 5.0 emot(s) 52 Kz

2.- El sistema Resolver-RDC permite obtener el valor de la posiciéon angular del motor y un valor
proporcional a su velocidachgular. En cuanto a su funcionamiento, se observa la presencia de un
multiplicador de sefial y un detector de fase que recuerda al comparador de fase de un PLL. Por otra
parte, el integrador realiza una funcién paso-bajo garantizando la medida correcta de la velocidad del
motor dado que el sistema tiene dos elementos integradores (el integrador y el VCO). Por ultimo el
contador ofrece el valor de la posicién angular actual.
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3.- Namero de bits para resolucion angular menor de 0.1°. Realizando pruebas :

11bits » 2'* = 2048-, 360 _ 017%: 12bits » 2*? = 4096 360 _ 0.0878
2048 4096

Se necesitan 12 bits para tener una resolucién angular menor de 0.1°

4.- En una revolucién se producen 4096 pulsos dado que el contador debe pasar por todas las
combinaciones de 12 bits. De este modo la velocidad maxima que se puede seguir es :

153616 Hz % = 375ps
4096PUIS0S”
TO

5-t=—0 0=3333 Mp=e =020 wq= 65066
o

215 = € 7T[coswg T+ sirwgT] = 080208+ 027055

21
. . () :
NUmero de muestras por ciclo: —> = T =19 muestrageiclo
Wg Wy

z+09672
(z-1)(z- 09049

[j_—e_TS O 1 O K a 5
G.(2) = Z0— 5 G(30= (1— 7 )213—'“5; Ga(2) = 483747110
5 s : B (Tns+ )8

Control proporcional : 0 LGR
Condicion de angulo :

arctgﬂ—wm arct 02705 —180+ arct 02705 =1317 0O 7,0 LGR

0.8020+ 09672 -08020 .9048- 08020
Control proporcional-derivativo : D(z) = K(z - a)

Condicién de angulo :

131, 7- arctgﬂ =18 O a= 05609
0.8020+ a

Condicién de modulo:

/0270 +( 08026 09673 | .0278%( . 08020. 055D

=10 K = 30948
/02702 +( - 0802)F | 02785+( .09048 . 08930

K [4.8374110°
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f) Si la constante de tiempo del motor pasa de 500 mseg a 5 mseg, no se verificara la condicién del

ndmero de muestras por ciclo al ser el periodo de muestreo de 50 mseg, apareciendo distorsion en la
respuesta, lo cual conlleva un empeoramiento substancial de la dindmica del sistema. La solucién al

problema consiste en disminuir el periodo de muestreo para garantizar un nimero de muestras por

ciclo elevado. Sin embargo, el control discreto debe redisefiarse porque deberd considerarse la
dinamica asociada al sistema sensor (Resolver-RDC) debido a que el nuevo periodo de muestreo con
toda seguridad sera menor que el tiempo de establecimiento de dicho sistema que es de 20 mseg. El
diagrama de bloques en esta situacion resulta:

—O0—";'—| b@ ZOH G(s)

A 4

Bmed(9)
Bmot ()

Problema 5

En la figura se muestra un sistema de control realimentado con una red de compensacién y con una
ganancia proporcional.

Filtro
Compensador Proceso
4
RE) |, &6 |, as+1 ) ),
+ Bs+1 g s+2)

1.-Observando el lugar geométrico de las raices del sistema, fig. 1, seleccionar el compensador de los
conocidos (adelanto, retardo) de manera que se puedan cumplir las siguientes especificaciones :

- Tiempo de establecimiento de 2 seg.

1
- Coeficiente de amortiguamienfe= —

V2

Razonar la respuesta.

2.- Calcular el valor de los parametmsf y k, de manera que se cumplan las especificaciones del
apartado 1), utilizando el teorema de la constancia del LGR segun el cual el sumatorio de los polos
de lazo abierto es igual al sumatorio de los polos de lazo cerrado; para ello utilizar la situacion
minima que permita tener dominancia.

YPa=>Rc

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



198 Teoria de control. Disefio electronico

Nota : Considerar situacion de polos dominantes cuando la parte real de los polos no dominantes
es tres veces mayor o igual que la parte real de los polos dominantes.

4 T T T

he]
£ 2
(=)
[+
E
o 1
2
0] TR, S
-1
-2
-3
4 L L H L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Eje Real
Fig. 1

Solucién:

1.- Las especificaciones son de ts = Zseé.zyi implican que los polos de lazo cerrado deben de

V2
estar ubicados en ; $=-2+2 ; para conseguirlo se debe usar un compensador en adelanto para

atraer a las ramas del LGR hacia esta posicion.

Polo LC

Eje Imaginario

Polo LC
fam] ¢
= N A

o B N W »~ O

Polo LC !

-5 L
-10 -5 ) 0 5
Eje Real

2.- Segun el LGR, si los polos de lazo cerrado deben estar,en—2+ 2 , el tejcer polo en lazo

cerrados;, correspondiente al compensador en adelanto, debera estar situado a una distancia de los
polos s, , , tal que permita al menos la condicion minima de dominancia, $is la distancia de los
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polosS , al eje {o, y O}, es la distancia del pols, al eje {o, para que se cumpla dominancia :

Op = 3R5a

Por tanto segun el teorema de la constancia :

1
ZPLA:_E_Z; ZPch—Zma_O'b

Entonces :

_1—2:

B

> Ra > Rc =200, ~0p;

=8

Como la condicién de disefio implica que, =2:

Falta disefiar la posicion del cero a través de la condicion de angulo:

—%—2:—2@:3—3@:&:—5@3

4

ij
j2

x,,_..;-\"(g,, & xg\(Pz ke \(Pl g
1 1 2 °
B«
Donde : @ =132, @, =90° y (3 =1843.
Luegoy, debe ser 63.43° para que se cumpla la condiciéon de angulo.
d, d
tg_1DLD= 6342 O 1.3
0l _,0 a
0o O

El valor de la ganancia se calcula a través de la condiciéon de modulo dando como resultado k=1.5

Problema 6

El siguiente diagrama de bloques representa un
compensacion serie (bloque Gce(s)) y una compensa
Gf(s)):

servomotor de posicibn que incorpora una
cion por realimentacion de velocidad (bloque
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T(s)
R E N c
(s) , (s) o) , ey B (g = 5(;1) ;(s)
Gf(s) = kgs

Donde T(s) es el par perturbador, R(s) es la entragay Wna constante a determinar.
Se pide:

1.- Hallar las expresiones de las siguientes funciones de transferencia en funcion de Gc(s) y k

c(9 C(9
G =7 =7
e %9 = ] umo

2.- Suponiendo Gc(s) = kconstante a determinar), atendiendo a la expresion@g @on R(s)=0),

determinar los valores de % k; de forma que, ante un par perturbador de tipo escalon unitario, el
sistema presente un coeficiente de amortiguamiento de 0.5 y un error en régimen estacionario del

5% ante dicho par.

3.- Demostrar que la compensacién por realimentacion de velocidad no afecta al error en régimen

estacionario. Razonar la respuesta.

4.- Calcular el error en régimen estacionario frente a una entrada R(s) del tipo escalon unitario,

suponiendo T(s)=0.

5.- Gc(s) puede ser @s) =k + ks 60 Ges) =k + k—s'

5.1.- Escoger razonadamente uno de los controles serie anteriores, de forma que el error en

régimen estacionariegdrente a un par perturbador del tipo escalén unitario sea nulo.

5.2.- Para el control elegido y con los valores gdg k; hallados en el apartado 2, determinar el

rango de valores del parametro restanged(k), para que el sistema sea incondicionalmente

estable.

Solucién:

1.- Funciones de transferencia:

Cuando T(s) = O se tiene una realimentacién interna y una realimentacion externa a la hora de

encontrar la funcién de transferencia.
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R(s) E(s) 4

E: 7

Gc(s) 25 Gp(9 = s(s+1)

Gf(9) = kgs

Aplicando reglas de algebra de bloques:

—_—

3 {s+1+100k) ”
T

R(s) E(s) 100Gc(9 C(s)
<> '— »

obteniendo como resultado:

G1(3 :%

B 100G«(9
Ti9=0 S +(1+100kg)s+ 100G¢ 3

Para el caso R(s) = 0 se obtiene el siguiente diagrama de bloques:

T(s) 4 C(s)

ﬁ?—v Gp(9 = )

2.5

Gf(9) = kgs

1 Gc(s)

T(s) __ 4 C(s)
. Gp(9 (1) >

250Go(9+ ky 9

La funcién de transferencia final resulta :

4

cs|
R(9=0 $ +(1+ lO[kg)S+ 100G¢

Gz(3zﬁ
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2.- Ge(s) = k:

4

c(9 _
R(9=0 s% + (1+ 10[kg)s+ 10k,

Go(9 :ﬁ

Si se expresa el denominador en forma normalizada:
F+2Ews+w’=¢+(1+10-ks+ 10k
obteniendo:

_ 1+ 10Dkg

————=05 segun la especificacion del enunciado.
20}/100Kk

Por otra parte, observando la estructura del diagrama de bloques se puede decir que E(s) = -C(s), ya
gue R(s) = 0.

El valor estacionario de la salida frente a un par perturbador del tipo escalén unitario valdra:

. . 4 4
Ces=lim s $=Ilim $3 =
SS s> 0 s-»0 52 +(1+ 10|:kg)s+ 10:|kC S 10[](0

4 . e .
€gs = Cgs= —— =0.05 segun la especificacion del enunciado.
100K

Notar que el error estacionario se debe medir en valor absoluto.
Con las dos ecuaciones planteadas se obtienen los valores:
ke=8 k,=0.79

3.- La realimentacién de velocidad no afecta al estado estacionario porque, observando su funcién de
transferencia, vemos que introduce un cero en origen (accién derivativa) y se encuentra en el lazo de
realimentacion. Debido a ello, en estado estacionario se puede suprimir este lazo. Calculando el valor
en estado estacionario:

egs = lim ST $=1Iim § 4 ﬁ
50 s-0 s +(1+10Ekg)s+ 10k, S

El término procedente de la realimentacion de velocidgd)(ke anulara al realizar el limite y no
afectara al régimen estacionario.

4.- Calculo del error en régimen estacionario frente a una entrada R(s) del tipo escalén unitario, con
T(s) =0.
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El valor estacionario de la salida:

Cgs = lim s $ =lim $ 10569 E-}:l
s-0 -0 g +(1+10D<g)s+ 100GE 3 S

En conclusion, el error en régimen estacionario es nulo.

5.- Se debe escoger entre un control proporcional derivativo y uno proporcional integral, para anular el
error estacionario frente a un par perturbador del tipo escalén unitario. Se ha de recordar que el
control integral introduce una singularidad en origen que permite anular el error estacionario. De este
modo el control escogido es :

Ge(s) =k + k/s
Margen de valores deg bara que el sistema sea estable:
Denominador de §s): S +8.98 + 80s + 10-k= 0
Aplicando CER :
* Condicion necesaria: Todos los coeficiente presentes y posifivosk > 0

* Algoritmo de Routh:

N 1 80
s2 89 10k;
st [80- 112Kk;

| 100k;

Para que no existan cambios de signo en la primera columna, debe cumptirgé:.4R.
Problema 7

Dado el sistema de la figura :

PLANTA

CONTROL

B 1
7 Ge(s) 67 % + 1@[ﬂs+ )

R(s)

o)

1.- Para un control proporcional (Gc(s) = k):

1.1.- Dibujar el lugar geométrico de las raices del sistema.
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1.2.- Indicar qué variacion debe seguir k para reducir el error estacionario de posicion. Comprobar
analiticamente.

1.3.- Si k varia en dicho sentido, ¢qué ocurrira con el maximo sobreimpulso (Mp) del sistema?.
Razonar la respuesta observando el LGR obtenido.

2.- Introduciendo un control proporcional-derivativo de la forma:
Ge(s)= kf1+ Ty§ = kf1+ Q0573

El lugar geométrico de las raices del sistema resultante es el que se muestra en la figura:

20

15+

Eje Imaginario
=)

40 30 20 10 0 10
Eje Real

2.1.- Para este tipo de control, comentar, de forma cualitativa, la evolucion que sigue el maximo
sobreimpulso (Mp) al variar k desde kHasta k=k Razonar la respuesta.

2.2.- Para k=2, los polos en lazo cerrado se sitdan en la posigigraea k=30 en la posicion.a
Relacionando los parametrgstt, M, y e, con las posiciones de los polos en lazo cerrado,
indicar qué figura (figura 1 6 figura 2) de respuesta temporal al escal6n en lazo cerrado
corresponde a k=2 y cual a k=30. Razonar la respuesta.

3.- Si el control es ahora del tipo proporcional integral derivativo:

Gu(5)= kDT,TdE$2+T,[S+1=kD12s + 25+ 1
S S
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1.2+ J

0.8 J

Amplitud
Amplitud

0.6 4

0.4} ]

0.2+ 4

0 1 2 3 0 1 2 3
Tiempo (seg) Tiempo (seg)

Fig. 1 Fig. 2

1.6 w

1.4r 1

1.2¢ 1

Amplitud
Amplitud

0.6 1
0.4 1
0.2 1
% 5 10 % 5 10
Tiempo (seg) Tiempo (seg)
Fig. 3 Fig. 4

El lugar geométrico de las raices del sistema con este control es el que se muestra en la figura 5.
Para k=5, los polos en lazo cerrado se sitlan,eq aa.

3.1.- Para k=5, ¢cuales seran los polos dominantes del sistema? Razonar la respuesta.

Dadas las figuras 3 y 4 de respuesta temporal al escalén en lazo cerrado :

3.2.- ¢, Qué grafica corresponde a la situacion de los polos con ganancia k=5? Razonar la respuesta.
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0.8

0.6 ' q

0.21

Eje Imaginario
o
me

20 15 10 5 0
Eje Real

Solucién:

1.1.- Punto de ruptura en s = -2. Asintota a 90°.

Ajm
a
. 1 1 . .
1.2.-k, =limG,(s) =k = =— Si k aumenta disminuye.
P50 LA() essp 1+kp 1+ k Esp Y/

1.3.- A medida que k aumenta, los polos se desplazan sobre la rama \@riea),(de manera que el
angulo aumenta, con lo quedisminuye § = cosB). En consecuencia el Mumentara.

A J(A)
&
kt Elo .
VI TV NN 1€
3 1 o Mp=e

2.1.- ElI M, crecera desde kzhasta alcanzar un valor maximo, desde el cual comenzaréa a decrecer
hasta llegar a cero en ksl valor maximo se consigue para el punto en el cual la recta desde el
origen es tangente a la circunferencia, es decir, cuargdanaximo.
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jw

Si emax O Emin O Mpmax

2.2.- La gréfica de respuesta temporal de la figura 1 se corresponde con la posicion de Igs polos a
(k=2), ya que:

a.- La parte real de los polos area inferior a la de los polos ej an consecuencia el tiempo de
establecimiento { 4/0) sera mayor para.a

b.- La parte imaginaria de los polos enea inferior a la de los polos ep aon lo cual § sera
mayor en a

Wy
tp = ; B= arctg?
c.- El &ngul® de los polos en,aerd mayor que el de los polos en@que significard que &
> &, que a su vez implica i< Mpa

d.- Para los polos en,ael valor de k es inferior que para los polos gnpar lo tanto el error
estacionario al escalén seréa mayor que,en a

3.1.- Se puede observar que los polpg & se encuentran situados sobre los ceros de lazo abierto,
que se corresponden con los ceros en lazo cerrado del sistema.

R(s)
+

Hs) &) < C(s) . G(S)H(s)
- R(s) 1+G(s)H(s)

Raices de 1+G(s)H(§) Polos de lazo cerrado.
Raices de G(s)H(s) O Ceros de lazo cerrado que coinciden con los ceros de lazo abierto.

Por lo tanto, los polos en lazo cerradoyaa, se anulardn con los ceros de lazo cerrado que se
corresponden con los ceros de lazo abierto. En consecuencia, el polo dominante del sistema seré a

3.2.- El polo que tiene mas influencia gs S observa que que dicho polo es real, por lo cual la
respuesta temporal del sistema correspondera a la de un sistema de primer orden. En este caso
coincide con la figura 3.
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Problema 8

Dado el sistema de la figura:

R(s E(s
CIFNCC)] v 1 C(s)
+ s+1
B(s) H(9 = 1
s+2
1.- Disefiar un control proporcional derivativo (Gc(s) = k-(s+@ggp: 1. 01111= 111196le
1+K
p

forma que se cumplan las siguientes especificaciones :
-M;=4.32%
- ;= 1.33 seg.

2.- Calcular el valor del coeficiente estatico de posicién, asi como el error estacionario de posicion
cometido.

3.- Dibujar el LGR del sistema disefiado. Indicar la posicion de los polos en lazo cerrado del disefio y
el valor de k asociado a los mismos.

4.- Dibujar la situacion de todos los polos y ceros en lazo cerrado del sistema disefiado. ¢Podra
caracterizarse la respuesta transitoria segun las especificaciones anteriores? ¢ Por qué?

5.- Sabiendo que la expresion de la respuesta temporal del sistema disefiado frente a una entrada del
tipo escalén unitario es:

c(t) = 1.77-u(t) + 2&.(0.61cos(3t) + 1.27sin(3t))-u(t)
Obtener los valores de c(t) para los instantes t = 0,05y # seg.
A la vista de los resultados :
- ¢, Es viable el control PD en este sistema?.
- ¢ Es H(s) transparente respecto al sistema?.

- Si se desea que H(s) no afecte a la respuesta temporal, ¢,donde deberia estar situado el polo
que introduce?
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Solucién:
1.-
My =4.32%
g0 s=-3%3
ts =133seg H

Aplicando la condicién de angulo, se obtiene a = 5.33, y mediante la condicién de médulo k = 3.

] o . 3fs+533
. Kp = M e HO =M ) e ) ©

1
essp = T = 01111= 1111%

3.- EI LGR queda de la forma:

Eje Imaginario

-15 -10 -5 0
Eje Real

4.- Al tener un polo en H(s), éste aparecera como cero de lazo cerrado.

C(9 _  3s+53y(s+ )
R(9 (s+1)(s+2)+Js+533

Polos de lazo cerrado en: 125 -3£3]
Ceros de lazo cerrado en: 1755333 y $=-2

La presencia del cero es la causa de que la respuesta temporal sea totalmente distinta a la esperada.
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Amplitud

1,
0.5+
% 0.5 1 15
Tiempo (seg)

Fig. 1 Respuesta temporal al escalén, del sistema disefiado

Instante t (seg.) Amplitud de la respuesta
0 2.99
0.5 2.35
ts=1.33 1.72
2 1.77
4 1.77

La grafica de la respuesta temporal muestra el efecto que causa el cero. En consecuencia, el control
PD no es viable en este caso.

H(s) no es, por tanto, transparente, y para que no afecte a la respuesta temporal, el polo que introduce
debera estar lo bastante alejado de las raices de G(s) para que no modifique su respuesta.

Problema 9

Dado el siguiente sistema :

R(s)

Control

— GolZ]

G(s)

1- e—Ts e—ZTs

C(s)

S s+1
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1.- Calcular G[z].

2.- Encontrar la figura que describe en el plano Z, en funcién/dg, la transformacion de puntos
del plano S de coeficiente de amortiguamietd ¢onstante.

Representar en el plano Z los siguientes puntos§{par®.5:

a) w_d =0 C) ﬂ =05
Wg Wg

by £d =025 d) Ld =1
Ws Ws

¢, Qué zona de la curva sera util en el disefio del sistema?

3.- Se desea disefiar un control PI tal que los polos en lazo cerrado tedga®iFny el nimero de
muestras por ciclo de la oscilacion mantenida sinusoidal sea 10.

Gl = Kp+ Ki—
Encontrar Ky K.
Solucion:
1.- a7 = Tzélﬁ e-ZTs%: -2 DTZE 1 E: 0.864
H s st1f ®s+D0 z%(z-0139
2.-

L
l4= e‘/E “
Oz= Zn&
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Célculo de los puntos cdn= 0.5 :

Alg=1 E|Z|:0'403
—=00 0 —£=0250

Wg H(z:Orad Wg H<Z:% rad

© Ml =0163 © Hl7 =0.0265
2d-050 O =10 f
Ws H(z=m rad Ws H(z=0rad
A1m(2)
ﬂ:o.zs‘\
“s “‘.
(‘h\ ﬂzo
. N
9 s Pl 0a ;] Re(2)
Wg Wg K

La zona util sera desdg, / w, = 0 hastay, / w, = 05, ya que se cumple el criterio de Nyquist.

_ K
_ 1 Kp*tKi ~ 7-a
3.- Gol7= Kp+Ki— =(Kp +K)— 2 =K
K, +K; =K
Ko _.
K, +K;
Ta 100 La-q
T (VS
|2/ = 06957

0
B o0 0 Z2=0562+ 0409
Oz=0.2rmrad =36°

4 Im(z)
j0.409{-------- N

0.135 0562 a 1 Re@
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Aplicando la condicién de angulo:
0-2¢, — @, - @3 =£18C
0-2[B6P-4376- 13696=+ 180

6=7272

0.409
7272= 180- arctg———— 0O a=0429
a-0562

Aplicando la condicién de médulo :
K |z- 4864 1
|4 iz~ 1tfz- 0135

04310864  _, . «_o46
0.695 (059110599

Para encontrar Ky K; :

046=K, +K; [

g Kp=0197
0.429= Kp DD
) Kp.,.KiB K; =0.263

Problema 10

En la siguiente figura se muestra un esquema de suspension magnética elemental:

Control Bola
Foto-detector o ’ i

S
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Las caracteristicas del dispositivo anterior son:

* Para cambios pequefios de la bola cerca de la posicion de referencia, laetesgidoporcional
al desplazamientode la bola (en metros), tal que:

e = 10k

* La fuerza de atraccion hacia arriba (en Newtons) sobre la bola que provoca el solenoide debido
al paso de corrieniglen Amperes) viene dada aproximadamente por:

f = 0.5i + 20x
* La masa de la bola es 20 gramos y la gravedad es de 9.8 N/Kg.
* El amplificador de potencia es un dispositivo conversor de tension a corriente, de forma que :
i =V,-u (Amperes)

* El bloque de control es proporcional y verifica la ecuaaior K-e
Se pide:
1.- Escriba el conjunto de ecuaciones que rigen este sistema.
2.- Descomponiendo la tensién & la forma ¥ = Vee + Vier

donde: Ve = Tension de polarizacién. Es una tension continua que sitda la bola en su
posicién de equilibrio en x0.

V.r = Tension de referencia. Tensién que permite mover la bola hacia otra posicién.

La descomposicion de la tensiop da lugar a que se pueda descomponer la corriente i en :

I zlcte'H ref

donde: ke = Corriente de polarizacion. Corriente necesaria para que la bola esté en

equilibrio en x0.

Iref

Corriente que permite mover la bola hacia otra posicion é corregir una
desviacién de posicion.

Calcular los valores de,dy V., de modo que la bola se encuentre en equilibrio =y x
considerando M=i.=0.

Nota: Se considera que la bola esta en equilibrio cuando la suma de todas las fuerzas sobre ella es
nula.
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3.- Con los valores dgdy V. Obtenidos en el apartado anterior, calcular la funcién de transferencia
en lazo abierto del sistema U(g)($).

Nota: Partiendo de la posicion de equilibrio de la bola=6n x

2
TL%‘&%E: $2Y(s)- sy' (O y(0)

4.- Utilizando la funcién de transferencia(sld (), dibujar el diagrama de bloques del sistema en
lazo cerrado tomando(f) como variable de salida y,¥como variable de entrada del sistema.
5.- Tomando la estructura obtenida en el apartado anterior:

5.1.- Dibujar el lugar geométrico de las raices en lazo cerrado, como una funcién del parametro K
del sistema.

Para ello especificar:

* LGR sobre el eje real.
* Asintotas.

* Puntos de ruptura.

5.2.- Suponer que el comportamiento dinamico del desplazamiento de la bola (x) es proporcional a
la tensioru.

* Colocando la bola en su posicion de equilibrio ef,xy el sistema no sufre ninguna
variacion en la tensién de referencia.£0), ni perturbacion exterior. ¢ Permanecera la bola
en su posicién de equilibrio? Razénese la respuesta.

* Y si la bola sufre alguna variacion de su posicion debido a alguna perturbacién externa o
variacion de ¥V, ¢evolucionara el sistema de manera que la bola adquiera una posicion de
equilibrio? Razoénese la respuesta.

5.3.- Determine el valor de K para el cual la bola oscilara con una frecuencia de 5Hz sobre la
posiciéon x0.

6.- De las siguientes leyes de control:

_K(s+a)

1. E(s) ; 2.-U(s)= K(s+ aJdE(s)

6.1.- ¢Cual escogeria para obtener un control mejorado con respecto al mostrado en el apartado
anterior? Razénese la respuesta.

6.2.- Con dicho control, dar la funcion de transferencig)/T)(S).
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6.3.- Calcular los valores de a y K del control escogido para que, ante una variacion de la tension
de referencia (M) en escalon, la bola cambie de posicion vertical con el siguiente
comportamiento dinamico de la tensidn

Mp=4.321% ; $=1seg
Solucioén :
1.-
e=100x
f =05+ 2
i=Vg-u
u=Krl[e
m=20gr = 200110° Kg.
fq = 9820107 = 0196\
2
f-fg :mad—;
dt
d°x
2.- En equilibriox=0 0O —2=O O f=fy
dt
. fq
fg=f=05+2&|,_,=06 0 ig =ES=O.392A
i =Vo=U o yz0 =Vete 0 Vee=i cte= 0392V
3.- R9=050(9+200X 9 ; 1(9= ¥Y(9- U3
E(s) =100
(9 X9 O x(s)= £ - W9
U(s) = KIE(S [ 100 100K

F9-f,=mgOX9 ; 050I(9+200X(9- §= mdOIX$

050(s) + 20 96) _0196= 2010%s2_LE
1000K 1000K

s20U(9

3
%U(s) +500{lege + | ref(S)) — 19 6= ZOEO

20010°

20U(s) +500{Q 392+ 1,1 (9) - 196 Ts2 0J(s)

K
u(s) _ 50K
lef(S) 20010°3s% - 20
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4.-
VielS) leAS) | 2500 U(s)
2 s? -1000
51.- U(s) _ 2500K
lref(S)  s% - 1000
A J(A)
)
Punto de ruptura ea =0
-31.62 31.62 ° Asintota sobre ejey
|

5.2.-* Permanecera en equilibrio, pues aunque la funcién de transferencia es inestable, ésta se
corresponde con el comportamiento dinamico del sistema, y no existe ninguna variacion en la
tension de entrada ni perturbacion exterior que la modifique.

* No, puesto que, segun el LGR, el sistema es siempre inestable u oscilatorio para cualquier valor
de K.

5.3.-5Hz0 w=10TT O Para que oscile can= 10TT, los polos en lazo cerrado deben estar situados
en s=+10TT.

Aplicando la condicién de modulo sobre este punto:

VIR 2500 =10 K=0794

N\

2162 argy O @02+ 3162,(10)2+ 3162

6.1.- Se debera escoger el segundo control que se corresponde con un PD. Asi se atrae las ramas hacia
el semiplano izquierdo del plano S, consiguiendo de esta forma que el sistema sea estable para
algunos valores de K.
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218
6.2 - U(9 _ 250K(s+a)
lret(S)  s?-1000
6.3.-
Aj(x)
"x’____, ia Mp=4.321%0 &= 070710 6= 4%
[
4
| 45 R ts=_=1seg 0 0=4
-4 o

Aplicando la condicién de angulo al punto s = -4 + j4:

joo
j4 arctg—4 - arct 4 -180¢% arct 4 =+180 °
e s A 6, a-4 %762 9562
NS TR EGvAIR
-a -31.62 -4 ‘ 3162 © 0 a=12861
Para calcular el valor de K se aplica la condicién de modulo:
250Ky 12862+ & . L\ _ (o030
V27.62 + #3562+ &
Problema 11
12 Parte:

Dado el sistema de control de un motor de corriente continua controlado por inducido de la figura:

a Zzza'b Rm

Lm
T Ky, Ky
& : * oM " AR B(s
) &(s) &s)

&) ) ] i

>, =a-bp

6in(S)
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Donde:
T = Par del motor. J = Momento de inercia.
f = Coeficiente de friccion. 0, = Desplazamiento angular.
e, = Fuerza electromotriz. al = Corriente de inducido.
Rm = Resistencia de inducido. Lme Inductancia de inducido.
o = Parametro del derivador. B = Parametro de ponderacion.
k = Ganancia del control. 1k = Cte. de proporcionalidad entre T(S)(@).
kw = Cte. de proporcionalidad entrg® y la velocidad angular.

1.- Obtener las funciones de transferencia )M 8,,( )/ )& Bl(9=¢e(3/0,,( 3.

10

gs+1)(s+10

completo correspondiente al sistema de la figura anterior.

2.- Si la funcién de transferencia édi(s) = y a = 1. Dibujar el diagrama de bloques

3.- Calcular la expresion del error estacionario de posicion y de velocidad.

4.- Calcular el valor del parametfy de la gananci& para que se cumplan las especificaciones
siguientes:

Mp=1.14 %
ts = 1.081 seg.

5.- Sabiendo que la situacién del tercer polo del sistema en lazo cerrado es s = -3.6, comprobar si este
disefio se ajusta a las especificaciones anteriores.

6.- ¢Cudl es la accion mas sencilla sobre el control disefiado que haria cumplir la condicién de
dominancia?

7.- Si una de las propiedades del lugar geométrico de las raices es su constancia, es decir, que la suma
de lospolos de lazo cerradpermanece constante con independencia del valor de la gakaacia
igual a la suma de Igmlos de lazo abierto

> Pa =) Re
y como criterio de dominancia critico se toma:

3-{M6dulo parte real polos dominantes}{Mdédulo parte real polos no dominantes}, calcular la
maxima ganancia que garantiza la situacion de dominancia, manteniendo el ¥ataiddado en el
apartado 4.
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22 Parte:

En la realimentacion del sistema anterior se ha producido un cambio, quedando el @dig@ddea
=2. Por tanto, como parametros variables sélo quadata ganancik. En esta nueva situacién se
pide:

1.- Calcular la expresién que toma la funcién de transferencia de lazo abierto.
2.- Calcular el valor de la gananéigara que el coeficiente estatico de velocidad seebkd sed.

3.- Obtener la funcién de transferencia equivalente que permite obtener el LGR del sistema en funcién
del parametrar.

4.- Si el LGR en funcién del parametxees el de la figura siguiente:

4 ' ' ' ' ;

3r

Eje Imaginario
=

1 1
2F 1
-3t 4
-4 : : : : : i
-10 -8 -6 -4 -2 0
Eje Real

4.1.- Indicar cudl es el valor de los polos en lazo cerrado que conseguirian el minimo sobreimpulso
en la respuesta del sistema a una entrada del tipo escalon unitario, suponiendo aproximacion
por polos dominantes.

4.2.- Calcular el valor da sabiendo que los polos en lazo abierto de la funcién de transferencia
equivalente del apartado 3 estan ubicados en:

S1,= -0.232+ 2.24 y  s=-10.53

4.3.- Sabiendo que la situacion del tercer polo es s = -3.71, comprobar si este disefio se ajusta a la
aproximacioén por polos dominantes.

4.4.- Calcular, aplicando el teorema de la constancia del LGR, el valor maxmnquéegarantiza
dominancia. Dar la expresion completa del control.
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Solucién:
1@ Parte:
1.- Las ecuaciones que definen al motor son:
e (9-&(3=( R+ lmFJA(k

T(s9) = ky Oa(9 = Sﬂjﬂs‘ )mm( B
ep(9 = ky By (3

em(s): kT
(9 s[FJDLm[§+(J]Rn+ LnO)Os RO ky Ok

Operando se obtiene :

er(9
Om (9

La realimentacion sera :

=k ffa 3+B)

2.- El diagrama de bloques quedara de la forma:

e,(s) 10 0(s)
+ s+1)(s+10 §

& (s)

k {s+p)

Y

3.- Por tener un polo de lazo abierto en el origén eg,= 0.

i _ 108 _
ky = im ST(3 H 3= = kB

4.- Con las condiciones de tiempo de establecimiento y de maximo sobreimpulso, el punto resultante
en el plano de Laplace es s = -3.2.6j. Este punto se ajusta aplicando la condicién de médulo y

angulo, de tal manera qie= 1.98 y k = 3.7. Por tanto, se dispone de un cero ens =-1.98y de la
ganancia gue ajusta el punto en el plano de Laplace.

5.- No se puede aplicar dominancia. El polo real esta en la misma posicién que los polos complejos
conjugados. No cumplira las especificaciones al quedar un sistema de tercer orden en lazo cerrado.

6.- El control disefiado es un proporcional derivativo. La accion mas sencilla es ser menos riguroso
con las especificaciones temporales y disminuir la ganancia. Segun el LGR del sistema disefiado, al
disminuir la ganancia, los polos complejos conjugados se acercan mas @/ gjel jpolo real se
desplazara hacia la izquierda. En consecuencia, al reducir la ganancia, se llega a un valor de la misma
a partir del cual se cumplira la condiciéon de dominancia especificada en el enunciado.
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7.- Para aplicar el criterio de dominancia, basta con que el médulo de la parte real de los polos no
dominantes sea tres veces mayor que el médulo de la parte real de los polos dominantes. Se pide la
maxima ganancia que permite la condicion de dominancia; en consecuencia, se debe tomar como
condicién limite la situacion en que el polo real se encuentre a una distancia del eje imaginario tres
veces mayor que la de los polos complejos conjugados.

A J W
Koo bj
o-b:?’o-a
X : >
O, o
) CEERRRRTRPRS -bj

La situacién limite para cumplir dominancia sera entormggs 30,

Aplicando lo indicado sobre la constancia del LGR:

S Pia =0+(-1+(-10=-11= Y Rc =(~0)+(-0a + bjH(~0,~ b) =0~ &,

SPA=-11=5 Rc =- D, - D, =-9,

11
Luego: oa=€=2.2 y Op=30,=66
Una vez se conoce la posicion de los polos de lazo cerrado en la situacion limite de dominancia, resta
determinar la gananclapara la que se obtiene esta disposicién de las raices, asi como el valor de la
parte imaginaria de los polos complejos conjugados. Mediante la condicién de angulo:

Akjw

bj

& -bj
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b b b b
18- arctg———— QSO"— arctg—@— QBO"— arctg—j@— arctg——— = +180
22-198 22 22— 10- 22
arctg—b - arctg—b - arctg—b - arctg—b =0° 0 b=182
22 12 022 78

Mediante la condicion de médulo se obtiene k = 2.719.

22 Parte:

L S H4 = 10k [fos+ 2)

g (M= o= 19

2.- ky=lm TG B HB=2 k54 O k=27

270s
B +11% + 10s+ 54

3.- De la ecuacion caracteristica se obtie6€9) H( 9 equivalente=

4.1.- Queda claro que el minimo sobreimpulso, segin el LGR mostrado, esta en el angulo de la recta
tangente al codo formado por la rama que constituyen las distintas ubicaciones de los polos complejos
conjugados. Esto es asi ya que el minimo sobreimpulso se asocia con el minimo angud)cos

4

Eje imaginario

4l . . . . s
-10 -8 -6 -4 -2 0
Eje Real

La situacién de los polos de lazo cerrado es aproximadamente:365+ 1.1j.
4.2.- Mediante la condicion de médulo se obtiere1.16.

4.3.- Si el tercer polo se encuentra en s = -3.71, no es posible aplicar dominancia.
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4.4.- Aplicando el teorema de la constancia del LGR:
S Pla =-1053- 21023% - 1£ Y Rc =-0, -~ Bp=-0,- & B,
0,=22 OL=66

A partir del LGR, la parte imaginaria serd bjx%.82]. De esta forma, aplicando la condicién de
maodulo sobre s = -2.2+ 1.82j, para calcular el valor maximo dese obtien@i = 1

La expresion completa del control;
D(s) =2.7({s+ 2)
Problema 12

La compensacion en retardo-avance de fase permite mejorar el estado estacionario y la respuesta
transitoria manteniendo una determinada estabilidad relativa.

La siguiente figura muestra un sistema de control:

CONTROL PLANTA

R(s)

c
20 | Ges) G(s) ©) G(9 1

) ~s{s+6) (510

v

Suponiendo un control proporcional con ganancia proporcigral 82.064, y conociendo que una de
las raices en lazo cerrado se ubica en s =-12.413.

1.- Determinar los parametros de respuesta transitqyia Mt,. Razonar por qué puede aplicarse la
aproximacion de polos dominantes.

2.- Calcular el error en estado estacionario de velocidad con este valor de ganancia.

Con el objetivo de mejorar la respuesta transitoria del sistema, se sustituye el control proporcional por
un control en adelanto de fase:

s+ 6)

Go(9 = k
A9 (s+p

La siguiente figura muestra la respuesta en lazo cerrado obtenida para un escalén unitario de entrada.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



3. Disefio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto 225

Amplitud

0 z z

0 0.5 1 1.5
Tiempo (seg)

3.- Determinar los pardmetrksy p del controlador utilizado.
4.- Determinar el error en estado estacionario de velocidad.

5.- Comentar, de forma adecuada, el funcionamiento y las mejoras introducidas por este tipo de
controlador.

Por ultimo, se afiade al control anterior una etapa de retardo de fase para lograr una red retardo-avance
de fase:

Go(§ = £s+6) (s+Q
(s+p (s+00)

dondek y p son los pardmetros anteriormente calculados.

6.- Calcular el valor de z para reducir a una décima parte el error en estado estacionario de velocidad
gue se tenia con el control proporcional del inicio del ejercicio.

7.- Indicar los valores de los parametros de respuesta transitoria cuando se utiliza este controlador.
Razonar la respuesta.

Solucién:
_ _ 1
1.- GLA(Q-I%EEE(Q-192064EW

1+Ga(9=ss+6)[[ 10+ 192064 00 <+ 1&+ 66 192064 0
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(s+12419< + 358%+ 154745 0

S, = -17935* j35011; s;=- 12413

Es posible aplicar dominancia, ya que: 1.7935 << 12.413.

De esta forma:

To

Mp=e ®4 =20% ; to=2=223seq : §=—"=0897 seg
o Wy

) 192064 1
2.- k, = lim s[G = =3201 O =—=0.3124= 3124%
v=Jm A (3 6010 &sv K 0

\"

3.- De la gréfica: pt= 0.46 seg. y M= 20%.

tp=—" 0 wg =68
Wy .
OO0 s ,=-35+)683

o

o O
Mp:e d [ 0:355

_ 1
L 9= K19 s 7

Aplicando la condicién de angulo sobre estos puntos:

Akjw
I i6.83
SR
|
|
! Ao
vx(ps v"\(pz ! '\1 I
N N T »
-10 p 3.5 o
|
|
|
|
o j6.83

- arctg—6'83 - arctg—6'83 - @80’— arctg—6'83§- +180C°
p-35 10- 35 35 -

arctgpe'—sg\g5 =164492 O p= 26633
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Para calcular el valor de k, se utiliza la condicién de médulo:

kD3 1 =1 0 k=17453514
682 +(26633 3F| 683+( 10 .38V 683 .35

17453514

. 1
4.- ky = lim SCG 4 (§ = 22" 65533 I = = =01526= 1526%
v = ImSen (9 = Tom6 633 Sy °

5.- Desplazamiento del LGR hacia el semiplano izquierdo manteniendg lel dfie permite mejorar
el ey

6.- ky = lim s(GA (3= K3—3=10[B201 0 q= 00488453
50 100p001
7.- Mp=20%; tp=0.46 seqg.; ts 1.7 seg.

1.4 ; 1 ;

I T
1 SO N N -
- 0.8} . ..................................................................
2 :
= :
£ 0.6 frrrtrrr e
< :
[0 P Y
0.2k ..........
0 | i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

Tiempo (seg)
Problema 13

Dado el sistema de la figura:

R(s)

b(2) tos 1-g7 TS 10 C(S)
. T s | s+10 i’
T =0.01 seg.
t, = 0.01 seg.

v
M,

Donde § es el tiempo que tarda el controlador D(z) en procesar las muestras de la sefal de error.
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1.- Para un controlador proporcional D(z)slkcalcular la funcién de transferencia de lazo abierto y el
error en régimen estacionario cometido frente a una entrada escaldn unitario.

Para conseguir un error en régimen estacionario nulo se desea afadir una accién integral a la accion
proporcional ya existente, de la forma:

Ko —l
e(t) +x  Y(1)

E(s) +X Y(s) y(t) = kp [&(0) + ki J e(Ddt
m(t) T

=

S M(s)

Se desea discretizar la accion integral, por lo que es posible aplicar tres métodos diferentes:

1. Método de Tustin o de integracién trapezoidal:

Donde se aproxima la curva del error mediante
trapecios.

m[(k-1)T]

(k-1)T KT

2. Método Forward de integracion reugalar:

e(t) ekn

\ e[(k-1)T] Donde la altura del rectdngulo viene dada por la
]

amplitud de la muestra previa e[(k-1)T
m{(k-1)T

(k-1)T KT

3. Método Backward de integracién rewalar:

e(t) e(kT

N

m[(k-1)T]

Donde la altura del rectangulo viene dada por la
amplitud de la muestra actual e(kT).

(k-1)T KT

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



3. Disefio de sistemas de control en tiempo continuo y discreto 229

2.- Obtener la expresién del area calculada fy[k@sta la muestra actual kT, con cada uno de los tres
métodos, tomando para ello m[(k-])Tomo el area calculada previamente hasta la muestra
anterior (k-1)T. Obtener la expresion en el plano Z de la accion integral como Gi(z)=M(z)/E(z).

3.- Un controlador PI discreto se caracteriza por la expresion :
z+a
D(z) = k——
z-1

Obtener la expresion de y dea para cada uno de los tres métodos de integracion.

4.- Disefiar un controlador Pl con la expresion general del apartado anterior (calkulp aje de
manera que se cumplan las especificaciones siguientes:

Mp=2.15% $=0.72 segq.
Solucién:

1.- D(z)=k,. Célculo de G (2) y &sp

to, =T 0O Teorema del desplazamierifo TZ{e_TS} =zt

De esta forma: G4 (2 = K, L [@1_ Z_l)DT 10 =k, 0.095162
[fs+108,_, 2(fz- 0904837
_ _ . L 0095162 _
e Ky (P IM ORI e e o o0asa] T <P
bzt
SSp 1+ kp

2.- Expresion de la accion integral:

2.1.- Método Tustin:

m{kT] = ml(k=2)7] + T4 k-] + 2 {d k7] - d(k-DT]}

k7] = m{(k-2)7] + {d k7] + d(k-D)T]}

L T _ M(z) T d+z% T z+1
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2.2.- Método Forward:

mkT] = n{(k-DT]+ T (k-1 T

-1
M@ 2" gt

E(2) 1-771 z-1

M(z)=zM@2)+ Tz K3 O

2.3.- Método Backward:

m[kT] = m{(k-1) 7] + T4 k7]
M@) _1p 1 _1p?2
E(2) 1-z71 z-1

M(z)=z2"*M(2)+TE(2 O

3.-D(2) = k‘ii. Calculo dea y k' para cada método.
Z_

3.1.- Método Tustin:

D(2) = kp + ki —Bz—l 2”1‘
— Z_

2kp(z—]);kiT(z+:l) “k(2+4
2k, +kiT O kiT-2kp

E% kiT+2k Q z+a

2kp+kiT kiT—ka
e ————— ’ a:—
2 kiT+2kp
3.2.- Método Forward:
D(2) = kp +k; TE—;L zra
-1 z-1
kT
k'= kp az—1—-1
Kp
3.3.- Método Backward:
D(2) = k, + k, TB-2— = k222
z-1 z-1
kp
k'=k,+k,T; a=
k, +k;T
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4.- Disefiar PI para cumplir caracteristicas de respuesta transitoria especificadas:

TO

to=2=07%eg O o=5555; M,=e® = 002150 wy= 4545@d s

S1, = -5555¢ j45455

Ts — J(-otjeg) — goT giwdT — gHS5HT 45458

Z=€
z,, =09449876 j 0042984

Aplicando la condicién de angulo sobre estos puntos del plano Z:

A Im(2)

j0.042984
L 0-(p+@+@)=+180°0 a=-0.73473

0.904837.94498761 Re(2)

-a

Mediante la condicion de moéduldd k' = 0.1902685

La expresién del controlador:

D(z) = 0.1902685— 0'7?173
-
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4. Analisis frecuencial de sistemas de control

En el presente capitulo se describira la metodologia de analisis basada en la respuesta frecuencial de
un sistema de control. Dicha metodologia requiere el conocimiento de la respuesta frecuencial del
sistema en lazo abierto (que puede obtenerse de un modo sencillo a partir de medidas de la respuesta
en régimen permanente senoidal) para, posteriormente, aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist,
gue permitira determinar la estabilidad absoluta del sistema en lazo cerrado.

Los margenes de fase y ganancia pueden considerarse extensiones del criterio de estabilidad de
Nyquist y permiten determinar la estabilidad relativa de un sistema de control.

Por Ultimo, en este tema se expondran aquellas caracteristicas a tener en cuenta para desarrollar el
andlisis de un sistema de control en tiempo discreto a partir de su respuesta frecuencial.
4.1 Respuesta frecuencial de sistemas de tiempo continuo

Dado el sistema de tiempo continuo de la figura 4.1:

E(s) &) C(s

Fig. 4.1 Sistema de tiempo continuo

. = = = = =
donde:E(s = sengot ] = (s2 +oo2) (s jo) s+ )

En el sistema definido, se obtiene el régimen permanente senoidal (RPS) considerando la respuesta
del sistema estable cuando el tiempo tiende a infinito y se posee una sefial de entrada senoidal.

G(9 [

O s s 1

(4.1)

Para obtener la antitransformada de Laplace debe desarrollarse C(s) en fracciones parciales.

k1 k2
C(9 = — + — +Ca(9 (4.2)
(S+ J(Jo) (S— J(JL))
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Los dos primeros términos del desarrollo son originados por las raices de la transformada de Laplace

de la sefial senoidal de entrada, mientras que Cg(s) contiene la serie de términos correspondientes al
desarrollo en fracciones parciales de los polos de G(s). EI RPS Ginicamente existe en sistemas estables,
dado que ello implica que los términos temporales que caracterizan la respuesta transitoria del sistema
desaparecen cuando el tiempo crece suficientemente:

L l[Cg(s)] =cg ) ~ Ocuandot- o .

Denominando Css(s) a la transformada de Laplace de la sefial que perdura cuando el tiempo crezca
infinitamente (estado estacionario):

k1 k2
Csq $= + (4.3)
(s+ joo) (s— joo)
Calculo de los residuos:
. G(-jw) 6 jw)
ki=C =- ; k2= 4.4
1= C(9 s ‘*’)L:—jw 2 Sy @

Debe observarse un( joo) = G(3|$jw es la respuesta frecuencial del sistema de tiempo continuo,

esto es, debe evaluarse la funcién de transferencia en un punto del plano S ubicado sobre el eje
imaginario.

A partir de la descripcidn del procedimiento de célculo puede indicars@(q'm}s es una funcién de
variable compleja, y verifica:

6(jo) =|6( jo)| e L1 (4.5)

(- i6) =& | e’ 1 = | |1 E) @)
Realizando la antitransformada de la ecuacion de Css(s), se obtiene:

Csqt) = kafe ) + ke d*) 4.7)
Sustituyendo las expresiones de los residugskz:

O j(g,t+DG(jco)) _ e—j(fﬁ’fDG(j(")) E

csg)=|d i) [%p » = 6( i) serwt + 06(jw)) (4.8)
0 0

En conclusion, la respuesta de un sistema de tiempo continuo en RPS es una sefial senoidal con igual
frecuencia que la sefial de entrada, con una amplitud igual al producto de la amplitud de entrada por el
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mdédulo de la respuesta frecuencial, y cuya fase es igual a la suma de fases de la sefial de entrada y la
fase de su respuesta frecuencial. De este modo, no es necesario realizar la antitransformada de Laplace
para determinar cual es la salida de un sistema de tiempo continuo estable en RPS.

Debe observarse que la obtencion de medidas experimentales de la respuesta frecuencial de un sistema
es muy sencilla, debido a que puede utilizarse la propia sefial de excitacion para realizar el
sincronismo de la medida. De este modo, se puede obtener la respuesta frecuencial a partir de medidas
experimentales sin necesidad de conocer la funcién de transferencia del sistema.

4.1.1 Formas de representacion de la respuesta frecuencial
Las formas mas habituales de representar la respuesta frecuencial de un sistema son:

- Diagrama de Bode en médulo y fase: Diagrama en modulo o faéi{jd.\} respecto a un eje
frecuencial.

- Diagrama polar: Diagrama de mddulo y fastﬂejm) en el pIanoG(joo) (0 w< ). En la figura
4.2 se muestran los ejes coordenados de un diagrama polar, asi como la informacién de médulo y fase
gue puede extraerse de un punto de dicho diagrama.

A
Im[G(jw)]

Blwo) | =~ ‘

A(uwp) REG (jw)
Fig. 4.2 Ejes diagrama polar.

G(jow) = A(wo) + B (wo) = G (jwo)| /7 CU)

En la figura 4.3 se representa el diagrama polar de un sistema de tercer orden, donde se puede
observar la evolucion de la fase desde Hasta -270 correspondientes av-0 y w- oo,
respectivamente. Debe observarse que el diagrama posee un sentido en frecuencias crecientes, de
manera quew < l<w?. El diagrama polar posee la informacién de fase y modulo de la respuesta
frecuencial en una Unica representacion, a diferencia del diagrama de Bode que los representa en
graficas separadas.
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Eje Imaginario

0.5 1
wW—- w=0
ok - oo e T
IM[G(jon)] : )
05 - Fase[G 1
s | Fase[G(a)]
[G(jeor)d
4l
Re[G(jw1)]
w1
1.5 r =
w0 %
s 1 o5 o 05
Eje Real

Fig. 4.3 Diagrama polar sistema de tercer orden.

Para mostrar la informacién contenida en un diagrama polar, pueden observarse las distintas
respuestas frecuenciales que se muestran en la figura 4.4, correspondientes al sistema de segundo
orden siguiente:

CO=%_—,
s"+2¢st+1

Eje Imaginario

0.5 T T T

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Eje Real

Fig. 4.4 Diagrama polar de un sistema de segundo orden.
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En dicha figura se puede ver como el efecto de resonancia sMdasi como la frecuencia natural
o de paso por la fase 90

4.2 Criterio de estabilidad de Nyquist

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad absoluta de un sistema lineal
invariante en el tiempo (SLIT) en lazo cerrado, y puede aprovecharse para introducir el concepto de
estabilidad relativa. Para su aplicacion, unicamente se necesita conocer la respuesta frecuencial del
sistema en lazo abierto. De hecho, a partir de la respuesta frecuencial en lazo abierto, el criterio de
estabilidad de Nyquist permite determinar el nimero de raices de la ecuacién caracteristica (polos en
lazo cerrado) que existen en el semiplano derecho. Obviamente, el sistema es estable en lazo cerrado
cuando el resultado de la aplicacion del criterio de Nyquist es cero. Las consideraciones respecto a
sistemas en lazo cerrado oscilatorios también quedan totalmente determinadas como se mostrara mas
adelante.

4.2.1 Teoremas de la transformacién conforme y de la representacién

El criterio de estabilidad de Nyquist se basa en los teoremas de la transformacion conforme y el
teorema de la representacion, que a continuacion se exponen:

* Transformacién conforme: Dada F(s) analitica (continua y derivable) en todo el plano S salvo en sus
polos, todo camino cerrado continuo en S que no pase por ningln punto singular de F(s) se transforma
en una curva cerrada continua en el plano F(s), preservandose distancias y angulos de corte.

La figura 4.5 muestra el teorema de la transformacién conforme de un modo grafico.

;s - N
N j\\ . ‘j(,o [ J ‘
ST - N ) Im[(F(s)]
N~ SV I [
o~ ‘ AN
~
Lo > -
N o] Re[F(s)]
NG
COA T

Fig. 4.5 Teorema de la transformacion conforme.

* Teorema de la Representacion: Dada F(s) con P polos y Z ceros, considerando inclusive su
multiplicidad, incluidos en un contorno cerrado continuo del plano S recorrido en sentido horario que
no pase por ningun punto singular de F(s), éste se transforma en una curva cerrada continua en el
plano F(s) en la cual se producen N rodeos en sentido horario al origen, tal que:
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00 N>00 Sentido horario
N=Z-P; donde: U . . .
[N <00 Sentido atihorario

En la figura 4.6 se muestra el teorema de la representacion de un modo grafico. En dicha figura puede
observarse que se rodea un polo de la funcién F(s) en sentido horario. Rodear un polo de una funcion
en un sentido implica lograr un rodeo al origen en sentido contrario; este resultado es légico al realizar
dicho polo una contribucion total de 36@e fase en la funcion (en oposicion de fase debido a la
caracteristica de un polo). El efecto contrario se verificaria al evaluar un cero.

/ o o bio AIm[(F(s)]
Aoy P N
i\\¥\/ v \J
- s h A ReFO)
\ ‘ AN
v —~—— ~

Fig. 4.6 Teorema de la representacion.

El criterio de estabilidad de Nyquist escoge como funcion evaluable el propio polinomio
caracteristico, y evalla la existencia de ceros de dicho polinomio en un contorno que contiene todo el
semiplano derecho del plano S mediante la aplicacién del teorema de la representacién. Asi,
F(s)=1+G(s)H(s), donde se supone el conocimiento, a priori, de la funcién de transferencia en lazo
abierto G(s)H(s) (de este modo, el parametro P queda determinado como el nimero de polos en lazo
abierto que se encuentran en el semiplano derecho del plano S).

Mediante la transformacion del contorno denominado recorrido de Nyquist (que contiene todo el
semiplano derecho del plano S) a través de la funcién F(s), se conocen el nimero de rodeos al origen
en el plano F(s) (y su signo); y, por ultimo, aplicando el teorema de la representacién, se determina el
ndamero de ceros de la ecuacién caracteristica Z (polos en lazo cerrado) que existen en semiplano
derecho del plano S. Obsérvese que, si bien este procedimiento es suficiente para determinar si un
sistema es estable, este método permitira ademas determinar la existencia de raices de la ecuacién
caracteristica sobre el eje imaginario.

4.2.2 Recorrido de Nyquist

Como ya se ha comentado, el recorrido de Nyquist, fig. 4.7., es un contorno cerrado continuo
recorrido en sentido horario que contiene todo el semiplano derecho en su interior. Debe conocerse la
transformacioén de dicho recorrido mediante la funcion F(s)=1+G(s)H(s) para determinar el nUmero de
rodeos al origen existentes en el plano F(s). Para poder aplicar la transformacién conforme es
necesario presuponer que no existen polos de F(s) (esto es, no existen polos en lazo abierto) en el eje
imaginario.
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- Recorrido de Nyquist

‘jw

- -

C

Fig. 4.7 Recorrido de Nyquist.

La transformacion del recorrido de Nyquist puede descomponerse en dos tramos que a continuacion se
estudiaran por separado, tal y como muestra la figura 4.7.

- Transformacion del tramo ABC mediante la funcion F(s)=1+G(s)H(s)}s
Dado que el sistema en lazo abierto es causal se cumple:

lim 1+G(s)H(9 = cte (4.9

S

Donde esta constante es igual a la unidad cuando el grado del denominador es mayor que el grado del
numerador en la funcion de transferencia en lazo abierto. En conclusion, la transformacion del tramo
ABC (zona del recorrido de Nyquist trazada paracd no puede proporcionar rodeos al origen
porque implica un Unico punto en el plano F(s). De este modo la transformacion de este tramo no debe
considerarse en el andlisis del criterio de estabilidad de Nyquist.

- Transformacion del tramo CA. (s3)

Como el tramo CA, es en definitiva el eje imaginario del plano S, en este caso:
1+G(9 H(Y ,, =1+ Q ) H 1) (4.10)

Lo cual conlleva el estudio de la respuesta frecuencial del sistema en lazo abiefteopata< co. A
priori, esta representacion es facil de realizar en el plaho)G(jw)H fig. 4.8. Aplicando una

modificacion en la observacién de los rodeos a origen en el ptag jb)H(jw), por rodeos al
punto -1+j0 en el plano Gw) Hw), pueden extraerse las mismas consideraciones. De este modo,

puede afirmarse que la existencia de rodeos al punto -1+j0 por parte del diagrama polar en el plano
G(jwH(jw), implica la existencia de polos en el semiplano derecho del plano S en lazo cerrado, por

lo que el sistema es inestable.
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A A
Im[L+(G(WH(O)] Im[(GGWHGON

qum -0

t «— 0- - =0 Re[1+(G(mH(KAE

AN © - =0

- —
Re[(G(H(w]

a) b)

Fig. 4.8 Diagrama de Nyquist, a) en plahe G(jw)H (jw) y b) en plands(jw)H(jw).

Se denomina diagrama de Nyquist a la transformacion del recorrido de Nyquist. El diagrama de
Nyquist (- o < w< o) se obtiene a partir del diagrama polar dado que se verifica la propiedad

% IG(jH(jw)| =|G(~je)H (-jw)|

(0= w<w): ) ) : _
O G(jwH(jw) = - O G(-jw)H (-jw)

(4.11)

En conclusion, el diagrama de Nyquist se realiza a partir del diagrama polar conjuntamente con su
simétrico respecto al eje real.

4.2.3 Criterio de estabilidad de Nyquist
Dada G(s)H(s) sin polos ni ceros en el eje imaginariayssij G(s)H(s) tiene k polos en semiplano
derecho del plano Sy dim G(s) H(9 = cte, para que el lugar GfH(jw) tenga estabilidad al variar

wdesdew aco deben p?(;ducirse k rodeos al punto -1+j0 en sentido antihorario.

Esto es, definiendo:
N= ndmero de rodeos a -1+j0; en sentido horario (N>0) y sentido antihorario (N<0).
P= polos en lazo abierto en semiplano derecho del plano S.

Z= polos en lazo cerrado en semiplano derecho del plano S.

Para que un sistema sea estable debe cumplir la condicion: Z=N+P=0.

4.2.4 Casos tipicos en el criterio de estabilidad de Nyquist

Al aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist sobre un sistema de control se producir4 uno de los
siguientes casos:

1) No existe ningun rodeo a -1+j0. En este caso N=0, lo que implica Z=P. De este modo, el sistema en
lazo cerrado es estable si también lo es el sistema en lazo abierto.
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2) Hay uno o varios rodeos en sentido antihorario a -1+j0. En este caso el sistema en lazo cerrado es
estable si el nUmero de rodeos coincide con el nimero de polos en lazo abierto en semiplano derecho
del plano S.

3) Hay uno o varios rodeos en sentido horario a -1+j0. El sistema lazo cerrado es inestable.

4.2.5 Existencia de singularidades en lazo abierto sobre el eje imaginario

Cuando un sistema tiene polos en lazo abierto en el eje imaginario, es necesario modificar el recorrido
de Nyquist, debido a que el teorema de la representacién no puede aplicarse. El nuevo recorrido de
Nyquist considera todo el semiplano derecho del plano S, evitando las singularidades sobre el eje
imaginario, de modo que no deban contabilizarse en el parametro P, tal y como muestra la figura 4.9.

. Recorrido de Nyquist

=

T
.0 dondesﬁo.—zses—

N

Fig. 4.9 Recorrido de Nyquist modificado.

La aparicion de singularidades sobre el eje imaginario conlleva arcos de radio infinito en el plano
transformado, que deberan considerarse en el estudio del nimero de rodeos al punto -1+j0 por parte
del diagrama de Nyquist.

Ejemplo 4.1

Existe una estrecha relacién entre la estabilidad deducida mediante las técnicas del lugar geométrico
de las raices y el criterio de estabilidad de Nyquist. Dado el sistema mostrado en la figura 4.10.

R(s) + oo C(s) _ s+1)2
- dondeG(9 = KEI(T
s

Fig. 4.10 Sistema realimentado.
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a) Trazar el lugar geométrico de las raices determinando: LGR sobre eje real, asintotas, puntos de
ruptura y cortes del LGR con el eje imaginario. Determinar el rango de valores de K para el cual el
sistema es estable.

b) Obtener etiagrama polardel sistema en lazo abierto, descomponiendo, para ello, la respuesta
frecuencial en lazo abierto en parte real e imaginaria, y determinando los valores(abab, 1, 2,

5, 10 yw-«. Trazar eldiagrama de NyquistPara considerar el trayecto o recorrido de Nyquist
modificadoalrededor del origen en el plang &alizar la transformacién de los puntos del plano S
gue se muestran en la figura 4.11.

~ Recorrido de Nyquist

¥ dondes - 0.

Fig.4.11 Recorrido de Nyquist modificado.

Determinar la estabilidad absoluta del sistema en lazo cerrado para K=0.25, 0.5 y 1, aplicando el
criterio de estabilidad de Nyquist.

¢) Relacionar los resultados de los apartados a) y b). Razonar la respuesta.

Solucion:

a) El Lugar Geométrico de las raices resultante puede observarse en la figura 4.12, donde Unicamente
existe una asintota que corresponde con el eje real y aparecen puntos de ruptura en s=-3, como puede
comprobarse:

33 dK

2 2 27
- Si—=00 3" [{s+)°-2(s+ J0S= 00 -3 K—
(s+)” ds 4

K =

Aplicando el algoritmo de Routh a la ecuacion caracteristica:

S+ K@ +2KB+ K=0
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El corte con el eje imaginario ocurre pares [ j =K/ 2. El sistema es estable para: K>1/2.

3

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Fig. 4.12 Lugar geométrico de las raices.
b) Diagrama polar:

2

o’ e’ w2 o

2 . 2 2 .
§s+1 w+ 1 1+w + 2w X Iw
G(9=K Q DGU@zKé]_) =K@ J=———HK———
S

1- coz

2K
RAG (jo)] = - ;NG (jw) = K—
w w

A partir de estas expresiones puede realizarse la tabla 4.1.

Re(G(w) Im(G(jw)

w=0 -0 00
w=0.5 -8K 6K
w=1 -2K 0

w=2 -K/2 -3K/8
w=5 -2K/25 -24K/125
w=10 -2K/100 -94K/1000
=00 -0 -0

Tabla 4.1.
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En la figura 4.13 puede observarse el diagrama polar. El diagrama de Nyquist se forma a partir del
diagrama polar realizando los rodeos en infinito adecuados, debido a la aparicién de un polo en lazo
abierto en origen. Para ello, se realizan las transformaciones de los puntess{s o vy &) que se

muestra en el enunciado del proble®z. € Eb'e

e@l®+1)2 e ¥
G(9 = KB(i) - KG—3— yaquee -~ 0
€

@93

De este modo, se puede obtener la tabla 4.2.

Pto. Inicial Pto. Transformado
Sy =€ Eb_j% o )T
Sy =¢ 7% w2

sc =& 0 oo [0

Sy :sDej% ooEda_jI/T/2

S =€|:bj% OOEE_]T[

Tabla 4.2.

4t 4

Fig, 4.13 Diagrama de Nyquist para K=1 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)

En conclusion, puede aplicarse el criterio de estabilidad de Nyquist resultando:
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* K=0.25. Corte del diagrama polar con el eje real en -0.5. N=2 y Z=N+P=2. Sistema inestable.
* K=0.5. Corte del diagrama polar con el eje real en -1. Sistema oscilatorio.

* K=1. Corte del diagrama polar con el eje real en -2. Z=N+P=-1+1=0. Sistema estable. Debe
observarse que en este caso existen dos rodeos (uno en sentido horario y otro en sentido antihorario).

c) Los resultados obtenidos mediante el lugar geométrico de las raices y mediante el diagrama de

Nyquist, deben ofrecer las mismas conclusiones respecto a la estabilidad del sistema en lazo cerrado.
Por esta razén, el margen de valores de K para el cual el sistema es estable es el mismo en ambos
métodos.

4.3 Cuantificacion de la estabilidad relativa. Margen de Fase (MF) y Margen de
Ganancia (MG)

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad absoluta de un sistema en lazo
cerrado, observando, para ello, la cantidad de raices de la ecuacién caracteristica existentes en
semiplano derecho del plano S. Cuando el diagrama polar del sistema en lazo abierto contenga al
punto -1+j0 (ver figura 4.14), el criterio de estabilidad de Nyquist queda indeterminado. En esta
situacion, existe una frecuencia para la cual la ecuacidn caracteristica tiene una solucion de la forma
GLA(jux)=-1, esto es, existe una raiz encgsjlo cual implica que el sistema en lazo cerrado es
oscilatorio.

A

IM[(G(WH(j)]

-1+

|t
Re[(G(H(wW]

Fig. 4.14 Diagrama polar contiene al punto -1+j0.

Para mostrar la propiedad anteriormente comentada, obsérvese, por ejemplo, el lugar geométrico de
las raices (figura 4.15) y los diagramas de Nyquist (figura 4.16) del sistema:

k
C(s+D s+ s+ 3

GLA(9

En estas graficas se comprueba como para k=60 el sistema es oscilatorio, para k=10 es estable y para
k=200 el sistema es inestable.
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Eje Imaginario
8 T T T T

Eje Real

Fig. 4.15 Lugar geométrico de las raices.

Eje Imaginario Eie Imaainario
T T T

25 T 5 T T
|

20 - o s R I B L A R [

L

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35
Eje Real

Eje Real

Fig. 4.16 Diagramas de Nyquist para los valores k=10,60 y 200.

En sistemas de fase minima, cuanto mas cerca se ubique el diagrama pokgjwdedd! punto -

1+j0, mas riesgo de inestabilidad presenta el sistema. De este modo, se puede utilizar la proximidad de
GLA(jw) al punto -1+j0 como una medida de la estabilidad relativa del sistema. Cuantitativamente se
puede definir la estabilidad relativa como una medida de la cercania del sistema a la inestabilidad. La
medida del margen de fase y margen de ganancia permite determinar el grado de estabilidad relativa
del sistema. Asi, cuando estos parametros adquieren un valor elevado, el sistema se encuentra alejado
de la inestabilidad y presentara una respuesta con un valor bajo de maximo sobreimpulso en su
dinamica. El margen de fase y el margen de ganancia se definen:
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* Margen de fase: MF.

MF =180° + OGLA( ja); dondec /|GLA(jr)| =1 6 20log/GLa (jw )| = 0dB (4.12)

dB

dondecwx se denomina frecuencia de transicion del sistema y, como puede observarse en la expresion,
se mide mediante la funcion de transferencia en lazo abierto.

OMF>00 Sistema estable
Criterio: O . .
MF <00 Sistema iestable

De este modo, el margen de fase es la cantidad de fase que puede quitarse al sistema en lazo abierto
permaneciendo estable el sistema en lazo cerrado.

* Margen de ganancia: MG.

MG 6 MGyg = -20l0gGLA ( jus)| _; dondewi/ OGLA (jw) =#180°  (4.13)

|GLA( joo)|
dondew es la frecuencia para la cual el sistema el lazo abierto adqlﬂﬂ(é’.

OMG >1 (MG > 0dB) O Sistema estable

Criterio: O . .
MG <1 (MG4g <0dB) O Sistema irstable

De este modo, el margen de ganancia es la cantidad de ganancia que puede afadirse al sistema en lazo
abierto permaneciendo estable el sistema en lazo cerrado.

Eje Imaginario

2L 4

G(jw)| <10 MG >1

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Eje Real
Fig. 4.17 Medicion del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama polar para k=30.
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En las figuras 4.17-20 pueden observarse las mediciones del margen de fase y el margen de ganancia

en el diagrama polar y el diagrama de Bode para diversos valores de k del sistema:
k

(s+Ds+2)(s+3

GLA(9 =

Eje Imaginario

15

 e(jw)|>10 MG <1

L
-15 -1 -0.5 0

Eie Real

Fig. 4.18 Medicion del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama polar para k=100.

40

20
[aa]
=}
[=4
5
8 o
-20
- 1
10 10
-50 L
-100
j=2 [
3 .
S .150 o ‘
g -180
& 200 - miMRO
-250 ‘
L L
1 0 1
10 10

10
Frequency (rad/sec)

Fig. 4.19 Medicién del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama de Bode para k=600.
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20 .
S S B S
— A
T MG>0 '
[+ ~ vy '
c ~ oo
'z , , , [ , , S
| T T I T \\ T
N
40 . . . e PR
-1 0 1
10 10 10
Frequency (rad/sec)
o I S B R S e B R B R
\W\w I I
100 [ - - - st Tttt T ‘ \\\\ ”””””””””
= o A N
9] ~
B 450 - - - om ot A e — s - oo MF\>\O\ -| - - <
%] " " " " i i i [ " i T~
S 180 - - - - -
1010 B e T A T
250 b - - - - - A - - —e oo ; —————————————————————
-1 0 1
10 10 10

Frequency (rad/sec)

Fig. 4.20 Medicion del margen de fase y el margen de ganancia en el diagrama de Bode para k=15.
Ejemplo 4.2

Dado el sistema de la figura 4.21:

Fﬂ:o—> Ge(s) | G SON
Fig. 4.21 Sistema de control.
50 . .
donde:G(9 =————— y Gc(skE funcién de transferencia del control.
s[{s+5) [{ s+ 10

1.- Suponer un control Proporcional: Ge(s) = k.
1.1.- Calcular el valor die para tener un error estéatico de velocidad del 1 %.

1.2.- Determinar cual es el margen de fase del sistema &otaelaulada en el apartado anterior e
indicar la estabilidad absoluta del sistema.
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2.- Para mejorar la estabilidad relativa del sistema se introduce un control proporcional derivativo:
Go(9 = Ky + kg = K{ dls])

2.1.- ¢Qué valor debe tenkrpara tener un error estatico de velocidad del 1%? Razonar la
respuesta.

2.2.- Calcular la frecuencia de transiciém) (y el margen de fase del sistema compensado para los
casos: a =1y a = 0.2. ;Qué valoradde los proporcionados tomaria usted?. Razonar la
respuesta.

2.3.- En la figura 4.22 se adjuntan las respuestas de los sistemas anteriores para una entrada en
escaldn. Indicar qué figura corresponde=4 y cual aa=0.2 Razonar la respuesta.

1.8 1.8
16F 1 16 1
141 4 1.4F
12+ 1 121
S 1t S 1
s =
E 0.8+ 4 E 0.8 |
0.6+ 4 0.6 {{
0.4+ 4 0.4 4
0.2 1 0.2 .
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Tiempo (seg) Tiempo (seg)
Figura 1 Figura 2

Fig. 4.22 Respuestas al escalén de entrada para a=1y a=0.2.

Solucién:
1.1.- Error estacionario de velocidad de 1%.

essv=—= [ ky = lim SCGA (s)= im $3— 20K —1000 k= 100
ky s-0 s-0 s[s+5)](s+10)
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De este modo la funcidn de transferencia de la planta resulta:

100
s[{0.2s+ 1)1(0.18 1)

GLA(S)=

1.2.- Célculo del margen de fase.
* Célculo de la frecuencia de transicion:

Debemos expresar la respuesta frecuencial de la planta para poder realizar el diagrama de Bode:

Médulo (dB)

50 fr-vn--- , e

10" 10° 10° 10°

Frecuencia (rad/seg)

Fase (grados)
-100

-150
-200

250 bee et e

10

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4.23 Diagrama de Bode de la planta.

IGLA ()] 45 =20 log 100~ 20 log~ 20 Igde> +1 - 20 logh = +
10
FASH QA ()] = -90° - arctg%) —arctg%
De este modo, a partir del diagrama de Bode podemos calcular:
20 log 100-| GA @@ DdBS = 20 |og§ 0 |GLA(jw)|dBS =26dB; 14dB-0 dB= 60 Iog(f—(t) 0 w; = 17113
w= w=

Obsérvese que de 5 a 10 rad/seg existe una octava a -40 dB/dec.
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* Célculo del margen de fase:

FASH QA (4 ] = -9 - arctg - arcigh =~ 22347 MFo 180° FABEG (] 9-434 °©

El margen de fase del sistema resulta negativo y por ello podemos decir que el sistema es inestable.

2.1.- La accién derivativa del control proporcional derivativo no afecta al estado estacionario del
sistema, por ello k debe tener el mismo valor que en el apartado anterior para garantizar el mismo
error estatico, asi k=100.

2.2.-Cuando a=1:

1001(s +1)

CLA= SHozs 10018 1)

Médulo (dB)
60

40 f---nn-e R

20 [~ -enee B e e s

10° 10° 10! 10
Frecuencia (rad/seg)

Fase (grados)
0

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4.24 Diagrama de Bode con a=1.

Frecuencia de transicién y margen de fase:

[GLA(ele, =40dB- B0 3418~ @B= 40l0g;} 0 @y = 708d/seg

Obsérvese que de 5 a 10 rad/seg existe una octava a -20 dB/dec.

FASH QA (b )] = -90° - arctg(%[ - arctq_(‘%+arctgw[ =-16873° MFe 188° FA$ELG «f]|3 1127 °
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Cuando a=0.2:

10000.25+1) ) )y 100
s0.2s+ 1)0(0.1s 1) S0.1s+ 1)

GLA(S)=

Mdulo (dB)
60 T T T T T T T T

Tt T

) EEPTPE B S

-20 L P P
107 10 10
Frecuencia (rad/seg)

Fase (grados)

-100

-120

-140

-160

-180 : . A . . L]
107 10° 10" 10
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4.25 Diagrama de Bode con a=0.2.

Frecuencia de transicion y margen de fase:

|GLA(jQ))|dBlOZ4(UB— 20iB= 20iB0 20B- @B= 40 Iog%D w, = 316@d/seg
w=

FASH Qa (i )] = -9¢° - arctg‘l"—é +arctgey, = -1624591 MFo= 180° FAJEG o |F 1755°

Debemos escoger aquel valor al€ue nos proporcione mayor estabilidad relativa, esto es, mayor
margen de fase, por ello se considera a = 0.2.

2.3.- El margen de fase esta directamente relacionado con la estabilidad relativa, lo cual, visto desde el
punto de vista temporal, implica menor sobreimpulso de la sefial amortiguada; de este modo, la
respuesta temporal de mayor sobreimpulso (Figura 2) corresponde con el sistema de menor margen de
fase, esto es, a = 1. La frecuencia de transicidn esta relacionada con el ancho de banda en lazo cerrado
y con la velocidad de respuesta; asi, el sistema de a = 1 responde con una frecuencia amortiguada
mayor que el sistema de a = 0.2 (Figura 1) porque su frecuencia de transicion es mayor.
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4.4 Respuesta frecuencial de sistemas de tiempo discreto

Dado el sistema discreto de la figura 4.26:

E(z) 62) C(z

Fig, 4.26 Sistema realimentado de tiempo discreto.

z[sengoT)
z—ei‘*’T)Eﬁz— éj‘*’T)

donde:E(2) = Z[sen(otj = (

En el sistema definido, se obtiene el régimen permanente senoidal considerando la respuesta del
sistema estable cuando el tiempo tiende a infinito y se posee una sefial de entrada senoidal.

G
C(2) = = ;_ZC)JD)Z[?:_"(;’_JT&T | (4.14)

Para obtener la antitransformada Z debe desarrollarse C(z) en fracciones parciales.

kilz k2lx
z- ej“’T) * (z— e‘JOT) +Cu(2 (4.15)

C(2 =(

Los dos primeros términos del desarrollo son originados por las raices de la transformada Z de la sefial
senoidal muestreada, mientras que Cg(z) contiene los términos debidos a los polos de G(z). Dado que
el RPS Unicamente existe en sistemas estables:

Z_l[Cg( z)] = c¢d kT) - 0 cuando k- o,

Denominando Css(z) a la transformada Z de la sefial que perdura cuando el tiempo crezca
infinitamente (estado estacionario):

Csg 3= 122, kel (4.16)
(Z_ejooT) (Z_e—ij) '
Calculo de los residuos:
7 eij) G(eij) G(e—ij)
ki=C(2) = ke=-—— (4.17)
Z o 2j 2j
z=e

Debe observarse QL@(erT) = 3|Z:é'wT es la respuesta frecuencial del sistema discreto; esto es,
debe evaluarse la funcion de transferencia en Z en un punto del plano ubicado sobre el circulo de radio
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unidad y con fasesT respecto a origen, donde existe una dependencia respecto a la sefial de entrada.
Obviamente, la evaluacién de la funcién planteada en plano Z resulta dificil, debido a que no pueden
utilizarse técnicas asintoticas para resolverla.

A partir de la descripcién del procedimiento de calculo puede indicars@(@i@) es una funcion
de variable compleja, y verifica:

6(¢eT)=|d &7 ) od” 6(e) (4.18)

6le19) =|d &1T) |DéDG &) | ¢ &”T)|DE‘DG(éwT) (4.19)
Realizando la antitransformada de la ecuacién de Css(z) se obtiene:
CsqkT) = kafeT ) + krf g1 ) (4.20)
Sustituyendo las expresiones deyko:

O od(T+DG(e"°T)) ~ —j(wkT+DG(é‘*’T)) 0

Csg k1) = | c{ é‘”T)| E%E 2je éz |G(eJ“’T)| E'l;er(ookT+ 0 G( é‘”T))

(4.21)

En conclusion, la respuesta de un sistema discreto en RPS es una sefial senoidal con igual frecuencia
gue la sefial de entrada, con amplitud igual al producto de la amplitud de entrada por el médulo de la
respuesta frecuencial y con fase igual a la suma de fases de la sefial de entrada y la fase de su
respuesta frecuencial. De este modo, no es necesario realizar la antitransformada Z para determinar
cudl es la salida de un sistema discreto estable en RPS.

Ejemplo 4.3
Considérese el sistema definido por :
X(KT) = U(KT) + a x((K-1)T) O<a<1l

donde U(KT) es la entrada al sistema y x(KT) es la salida. Obtenga la saté&tireen estacionario
XgdKT) cuando la entrada es U(KT)=A singK).

Solucién:

1
Uld 1-am?

X[z] =7 +arz ' 4 G4=

s T
sustituimos = b

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



256 Teoria de control. Disefio electronico

6T\ _ 1 B 1
G(e )— —](JL)T - . .
l1-ale 1-altoswT+ jlAsimo T
; 1
6(e)| = M=
J1+a? - 20arcos0T
; albimT
fasa q 1) =8=-arctg—————
e{ } 1-altoswT

XgdKT)=A M sin(KuT+0)

4.4.1 Caracteristicas de la respuesta frecuencial

Existen importantes diferencias entre la respuesta frecuencial de un sistema de tiempo continuo y la
respuesta frecuencial de un sistema de tiempo discreto; entre estas consideraciones a tener en cuenta,
destacan:

1- Es periédica de periodos, dado el efecto de bandas repetidas en plano S que se produce en un
sistema muestreado. Asi, en conclusion, la respuesta frecuencial no debe evaluarse, en general, en
plano Z, debido a que se realizaran multiples vueltas sobre el circulo de radio unidad en plano Z a
medida que aumente la frecuencia de la sefial de entrada.

2- La respuesta frecuencial trazada en plano transformado bilineal (W) no sera periddica, debido a que
Unicamente contiene la informacion de la banda primaria del sistema discreto en plano S. Sin
embargo, esta sentencia no es muy importante, dado que, en su funcionamiento correcto, el sistema
discreto utilizara sefiales que verificaran el teorema de Shannon. Ello conlleva un analisis detallado de
la evaluacion de la respuesta frecuencial mediante la transformada bilineal, debido a que la
informacion aparece con una distorsién en el eje frecuencial; en conclusidn, debera considerarse la
relacion no lineal existente entre la frecuencia bilineal y la frecuencia real de la sefial.

3- Aplicando la transformada bilineal:
L

G(w) = G(z)|Z= 2V 0 q pw) = G(V\b|w=ij, pueden trazarse mediante métodos asintoticos los
1_EW

diagramas de Bode de(ij)| y O G(jaw), que ofrecen la informacién de la respuesta frecuencial

evaluada sobre la banda primaria, considerando:
2 HTH, 22 %‘EE
co—_l_[ﬂg H>% Dam/v—_l_[t s (4.22)

Cuando el nimero de muestras por ciclo sea elevado, el sistema continuo equivalente tendra un
diagrama de Bode similar, sin distorsion, al sistema discreto. Sin embargo, a medida que aumenta la
frecuencia de la sefial de entrada, el nimero de muestras por ciclo disminuye, observandose
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diferencias entre los diagramas de Bode del sistema continuo y del sistema discreto obtenido mediante
la transformada bilineal.

A partir del diagrama de Bode, puede trazarse el diagrama polar de un sistema discreto, y de este
modo es posible aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist. Debe observarse que la distorsién sufrida

en la transformacion de frecuencias no es relevante en el diagrama polar, determinandose la
estabilidad absoluta y relativa del sistema discreto sin ninguna consideracién adicional, es decir, sin

necesidad de conocer el nimero de muestras por ciclo de la sefial de salida. En conclusién, podran
definirse los conceptos de margen de fase (MF) y margen de ganancia (MG) en el plano transformado
bilineal (W), andlogamente a como ocurria en sistemas de tiempo continuo.

Si garantizamos frecuencialmente una buena estabilidad relativa, el sistema discreto respondera
adecuadamente, con independencia del n°® de muestras/ciclo y del n° de muestras/cte. de tiempo. En el
disefio en el dominio temporal, estos pardmetros debian observarse para garantizar una buena
descripcion de la respuesta del sistema discreto.

Ejemplo 4.4

Dado el sistema de la figura 4.27:

ZOH PLANTA

v

Goh(s) Gp(s) }———

v

2\
T

Fig. 4.27 Sistema discreto en lazo abierto.

_a-Ts
donde: Goh(9 :1eT; Gp(s) = (Sigo); G(s) = Goh(d) Gp(s)

Se pide:
1.1- Con T=0.01 seg. encontrar la transformada bilineal de{G(s))} .

1.2.- Comparar los polos y ceros, asi como la ganancia en continua (para w=0, s=0) de la funcién
G(w) con los de la funcion Gp(s).

1.3.- ¢Queda distorsionado el diagrama de Bode de la funcién de transferencia G(w) respecto al
diagrama de Bode de Gp(s) a bajas frecuencias? Razonar la respuesta.

2.1.- Con T=1 seg. encontrar la transformada bilineal de{G(s))}.
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2.2.- Comparar los polos y ceros, asi como la ganancia en continua (para w=0, s=0) de la funcion
G(w) con los de la funcion Gp(s).

2.3.- ¢Queda distorsionado el diagrama de Bode de la funcién de transferencia G(w) respecto al
diagrama de Bode de Gp(s) a bajas frecuencias?. Razonar la respuesta.

Dado el sistema en lazo cerrado de la figura 4.28:

ZOH PLANTA

LS)JO—?—> Goh(s) | Gp(s) €E),

Fig. 4.28 Sistema de control discreto en lazo cerrado.

3.- Encontrar la funcién de transferencia C(s)/R(s) del sistema continuo, eliminando el muestreador y
el mantenedor de datos.

4.- Calcular el nuimero de muestras por constante de tiempo del sistema del apartado anterior si se
muestrea la sefial de salida con un periodo de T=0.01 seg. ¢Y con T=1 seg.? Relacionar los
resultados obtenidos con los apartados 1y 2.

5.- Encontrar la funcién de transferencia C(z)/R(z) para T=0.01 seg. y para T=1 seg. Trazar los
diagramas polos-ceros en lazo cerrado (en ambos casos) y razonar los resultados, relacionandolos
con los obtenidos en los apartados anteriores.

Solucién:

1.-ParaT=0.01

Old= -7y pl 10 0 00052 . 00952 0095 - 0008/
B Hs+10H z-09048 =1+ 0005 = 70,0952+ 0009%/
L 0o0a, 09048
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10 10

s+10

v

v

o[w] - 0.095% = 0008)
0.0952+ 0009&

-26.02

Ambas respuestas frecuenciales mantienen la misma posicién respecto a sus polos y ganancia en
continua. Pero la funciéon G[w] tiene un cero finito mas, aunque esta situado muy a la derecha, es
decir a altas frecuencias, y por tanto el diagrama de Bode no queda distorsionado a bajas frecuencias.

2.-ParaT=1

4.0 10 O 1 ) 1 _1-05w
ol7=a-z )DZ%(S+10)H_ 7-45310° A= 1rasy

1-05wn

453105 105w

Opolo enw =-2
Glw]: O
COceroenw= 2

El cero que se introduce se sitla sobre el polo produciendo una cancelacién cero-polo en el médulo de
la respuesta frecuencial, dando lugar a un diagrama de Bode plano en mddulo y una variacion de fase
asintéticamente a -180 grados. Con lo cual si que se distorsiona el diagrama de Bode.

3.- Diagrama de bloques del sistema continuo:

R(s)

20— Gp(s) C(S):
[ (s _ 10
R(9 st+20
O T 0.05 .
1 @Para T=0.01 0 —=——=5 muests por cte. de tiempo
4.- Cte. detiempa =—=0.05 O . TO 0%01
0 aDara T=10 ; = T =0.05 muests por cte. de tiempo

Para T = 1 no tenemos ni una muestra por cte. de tiempo y por eso se distorsiona la transformada
bilineal.
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Para T = 0.01 el nUmero de muestras es suficiente y la transformada bilineal no queda distorsionada.

5.-
o 7 = 00952
d4_ 94 | gr=001t R[Z ~ z-08096

R eld oy dd. 1

H R[Z z+1

La zona donde deberian ubicarse los polos para garantizar una buena simulacidon analoga equivalente
es aquella que rodea al punto z=1 en el interior del circulo de radio unidad.

*Para T =0.010 poloz=0.809] Se situa dentro de la zona.

e ParaT=10 poloz=-10 Se sitla fuera de la zona, y por esto el sistema continuo analogo
gueda distorsionado.

4.5 Problemas

Problema 1

La ecuacion del controlador PID analégico es:

m(t) = K@(m_f ot i+ Ty 3405
dt o

donde e(t) es la entrada al controlador (sefial de error) y m(t) es la salida del controlador (sefal de
control).

La funcién de transferencia del PID analdgico es:

M(S) DDI. i'*'Td@j

69= E(9 o T

La funcion de transferencia del PID digital es:

Gol4 = g[:—]l-Kp+ +KD[€1 2 ) donde K> = K—%DK

Se desea comparar el diagrama polar del controlador PID analdgico con el controlador PID digital.
Para ello realizar los siguientes diagramas polares para los casos:
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1. Accion P analogica y accion P digital.
2. Accion | analogica y accion | digital.

3. Accién Pl analdgica y accién PI digital.
4. Accién D analogica y accion D digital.

5. Accion PID analégica y accion PID digital.

¢, Son todas las acciones analégicas y digitales equivalentes?. ¢ Es por tanto el PID analégico totalmente
equivalente al PID digital?. Razonar las respuestas.

Nota:

+ Dibujar TODOS los diagramas polares en funcién de la frecuenciaxeal
» Para los diagramas polares de los controles digitales dibujar hasta la maxima frecuencia que no
presentaliasing sabiendo que el periodo de muestreo es T.

Solucion:

Para dibujar los diagramas polares calculamos:

G(jw) = KE%[ B— Ty ED[I[]%

sm(coEI')
G (ej‘”t @L Kp(1-cos@T) - Osingo T
b 5 chos(me @) - Csin((T))
La maxima frecuencia a la que no se prodiliasing, segin el teorema del muestreo, ®gay = ;
1. Accién P analégico: 2. Accion | analégico:
Im Alm
K Re Re
N N4

Gp(jw) = K G(jw) =-K %EE}
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w=00 Gp(jw) =-o
w=o0 [ Gp(jw)=0

3. Accion PI analégico: 4. Accién D analégico:
Im Alm

K Re Re

S I A

Coincide con la suma de las dos graficas anteriores. .
g Gp(jw) = K Mg fw
Gp(jw) = K w=00 Gp(jw)=0
pi(jw) E%l DT, E]%

0= 0[] Gp(jo) = o
5. Accidn PID analégico:

Im

Sera la suma de las graficas que contienen las acciones PI+D.

1. Accion P digital: 2. Accion | digital:
Im Im
K Ki
P Re "2 Re
i i K sin(T) O
GDP(eJ("I): Kp GD (é“):—I@L— ( ) B
: 2 1-cos@IT)
1
Kp =K —E[K |
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w=00 Gp, (jo) =

w=210 Gp (jw) =KL
T p, (Jw) >

3. Accion PI digital: 4. Accion D digital:

Im Im

K Re Re
2Ky

GDD(eJ“) = Kp(1- costo )~ jCIsing(T))

B m(wEr)
GDP'(el =Rty 2 @l J 1- cos@D’)H

w=00 GDD(joo):O

2 w=20 Gp_(jw) =2Kp
i K, sin(w D
GDPI(eJ )= K- B—I& T
2 1-cosIT)

5. Accion PID digital:

Im

Coincide con la suma de las graficas PI+D
Problema 2

El convertidor digital-analégicdD/A Linear-Interpolator hold circuit; cuyo esquema circuital se
presenta en la figura 1, ofrece mayor atenuacidon dea los armonicos de alta frecuencia que el
convertidor digital-analégico mas usual, Mantenedor de Orden Cero (ZOH).

Sefal 1- TS
Discreta N Gon(9 = z C
él— R — Sefial
> ZOH —/VV\V\—2 Analéuica
It
Figura 1 R-C=T

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



264 Teoria de control. Disefio electrénico

La funciéon de transferencia ideal del convertidor digital-analoi@@ Linear-Interpolator hold
circuit” es:

_-Ts\?
= (1 Teasz )

En algunas aplicaciones practicas el convertidor digitalégico "D/A Linear-Interpolator hold
circuit" se aproxima por un circuito mas simple utilizando la técnic®dersampling En la figura
2 se puede observar un esquema circuital de este tipo de convertidor digital-analégico.

4R
ZOH—/WWW—

4R
sefial e ™® —70H—MM— |~NVW— R
Discreta

4R - R )
e ™® —70H—/MM— WWA—H> Sefil

+ Analdgica

— 4R
ool £ v -

= Gon(s)="

Figura 2

1.- Demostrar que la funcién de transferencia entrada-salida de un convertidor digital-afiBlé#gico
Linear-Interpolator hold circuit'utilizando la citada técnica d®versampling“es:

z+3
Go(2) =——
41z
2.- Se desea demostrar que la técnicaersamplingutilizada ofrece una buena aproximacién del
conversor digital-analégictD/A Linear-Interpolator hold circuit;’ para ello obtener la respuesta
muestreada de los sistemas de la figura 3:

D/A Linear-Interpolator
hold circuit sin Oversampling

r(t)=A-sengt) X &) c(t) -
— S >
T
D/A Linear-Interpolator
hold circuit con Oversampling
r(t)=A-sen(t) >{ Gofs) Co(t)
o(s >
T
Figura 3

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



4. Andlisis frecuencial de sistemas de control

265

Obtener la respuesta para los casos:

2[00t
* N=—"—
8o
2[00t
e V=
1600

Calcular para cada uno de los sistemas:

< El nimero de muestras por ciclo de la sefial senoidal.
 El desfase entre las senoides de entrada y salida en los dos casos anteriores.

« ¢Para cual de las dos frecuencias utilizadas se obtiene mejor aproximacién? Razonar la
respuesta.

3.- Para mejorar el rango de validez de la aproximaciéon considérese un filtrado posterior como se
muestra en la figura 4:

Gi(z)
: Filtro
rh=A-sen) X _' Go(s) Jrs - 1 ] o
T 1+1[$
D/A Linear-Interpolator hold circuit 1= T
con Oversampling 8

Figura 4
3.1.- Calcular Gf(z).

3.2.- Sabiendo que la transformada bilineal de Gf(z) es:

1 (1—IW) (368842+ AIW)
Gf(w) == —2 2

@row @)

Calcular de nuevo el desfase obtenido en la sefial de salida para las mismas frecuencias de los
casos anteriores. Comparar los resultados obtenidos, ¢qué conclusion puede obtenerse del
ejercicio? Razonar la respuesta.

Solucién

1.- Observando el esquema circuital de la figura 2 puede obtenerse facilmente la siguiente relacion
entrada-salida:
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Ty O _To T, 310
=€) :lg‘l € )@i+e 1o 44 0
R(9 4 S ] g
O
Aplicando transformada Z:
ST WSO G
Go(2) :ﬂ:—ﬂl—z_l)EZD +e4 +e? +e 0
R(29 4 0 s 0
g 8
El calculo de la transformada Z modificada se reduce a:
0_T.,0
4 0
ZE-)E;D: ZmDLD: — con m=1=3/4
0SS 0O %E z-1
8 O
Analogamente ocurre en el resto de los casos.
En conclusién, se obtiene como resultado:
Cl 1 1.z 3 0 z+3
G =——=—[1- +— G ===
D=Rp a2 178 D=5

2.- Respuesta muestreada l@#A Linear-Interpolator hold circuisin Oversampling

-
Conocemos: G(9=+—"

T

Aplicando transformada Z:

1-z71 2 1-z71 i
o1d T 1

R R =

Aplicando transformada bilineal:

T

1-—[v 1- i faow
2 G(jow) =

1+— [ 1+ j— [dow
2 2

G(w) =
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« NUmero de muestras por ciclo:

201 )
c W=—— O 8 muestras por ciclo
80T P
w= 20 U 16 muestras por ciclo
T 16T P

El nimero de muestras es mayor o igual a 8, lo cual nos permite calcular el modulo y la fase de la
respuesta frecuencial discreta del sistema mediante la transformada bilineal tagrando

Respuesta del sistema: ¢(kT) = A [G( jow)| Bin(okT +(G (jow))
. T
donde: (G(joaw) = -2 [arctgww E—lz—)

» Desfase entre la senoide de entrada y la senoide de salida:

2[00t ) (251 T T

e w=—xo O {(G(juw)=-2Mrctgt— )= -2larctg= )= -4288
o (G (joow ) 9GT 2) 9(8)
2[00t . 20t T T

e w=—— 0O (G(jow)=-20rctg— )= -2[arctg(— )= -2222F
6T (G (juw) 97 55) 9Gg)

Respuesta muestreada BéA Linear-Interpolator hold circuitonOversampling

. . z+3
Analogamente al caso anterior: Go(2) = e

Aplicando transformada bilineal:

1—%@1 1- T Gow

T =— Go( juw) =
T 1+ 1+ Gow
4@“25@ 2 15

4-Tw

Go(w) =

» NUmero de muestras por ciclo:

2 :
cW=—— O 8 muestras por ciclo
8[T

200t

"% 16

O 16 muestras por ciclo

Respuesta del sistema: c(kT) = A [Go( jeow)| Bin(ukT +(Go (jeww))
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donde: (Go( jow) = —arctgww E—I-lzl) — arctg(ow E—ll—:)

» Desfase entre la senoide de entrada y la senoide de salida:

201 . Tt T
e w==—— 0O (Gol(jow)=-arctg(=)- arct =-3254°
s (Go (jow)= -arctg )~ arctgt )
2[1t . T T 0
e w=—— 0O (Go(jow)=-arctg—)- arctd—)=-16.71
60T (Go (juw) 9(16) qsz)

Conclusion:
Conforme aumenta el ndmero de muestras por ciclo, la aproximacién mejora. De hecho, la

aproximacioén es valida a partir del nimero de muestras necesarias para reproducir con fidelidad la
sefial de entrada al conversor digital-analégico.

3.1.- Calculo de G2):

Analogamente al apartado 1, la expresion de la transformada Z de la relacion entrada-salida es:

o T, _T, _ST.O
1 g H+e 4 +e2 +e 4 U
Gi(9==M-z Y3 0
4 O S[ﬂ1+TD§ O
|
o _TO
- o
g 1 E O O
Bll+13H o _T0
z—l)[%z—eTD
0
O O
0 -mEIE e -
o Tg O . El—e TDDz+e T-el
ZD e 4 BZ 0 1 0 1 e ™ _O 0
=/m = - =
FtE0 B@rtdE =1 T T
g z-e T T

donde m=1A=3/4

Realizando calculos analogos para los restantes casos y considerBi8dse obtiene:
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Gf(z)=1G;EF(4—e_8—e_4—e‘2— e_G)DZl- 82+ 8%+ ‘eG—SD‘ei

e

13843552 0155123
4 7[(z-33546110%)

Gt (9=

3.2.- Desfase obtenido en esta situacion:

Conociendo la transformada bilineal dgzZppuede obtenerse el desfase mediante la expresion:

(Gt (juw) = -3arctgww [—I-Z[) +arctgcow E NP

2 3.6884
201 . T T
e w=— O {(Gf (jow)=-3Marctgl= )+ arct =-412%
8T (Gt (ow) 9g) 21268843

201 . T T
e w=—— O (G¢ (jow)=-3Mrctg—)+ arctg———) =213
16T (Gr (joow) 9 47368842

En conclusion, el filtro afiade el desfase necesario para mejorar la aproximacion.

Problema 3

Las funciones de transferencia de muchos procesos contienen uno o0 mas pares de polos complejo-
conjugados muy cercanos al eje imaginario del plano S. Estos sistemas presentan una relacion de
amortiguamiento muy pequefia y, por esta razén, se denominan sistemas con resonancia estructural.
Esta caracteristica provoca la utilizacion de nuevas estructuras controladoras.

Dado el sistema de control de la figura 1, se pretende estudiar el efecto de la resonancia estructural
sobre la dindmica resultante. Para ello, resuelva:

CONTROL PLANTA

Gce(s) " Go(s) = Go(9 = s+75
(s+1) < +01206+ 9

Figura 1
a) Suponiendo un control proporcional obtener el lugar geométrico de las raices calculando:

1- El lugar geométrico de las raices sobre eje real.
2- Angulos de las asintotas y el punto de interseccion de las mismas con el eje real.

3- Puntos de corte del lugar geométrico de las raices con el eje imaginario.
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4- Angulos de arranque.

Observando el trazado del lugar geométrico de las raices razonar el efecto de la resonancia estructural
sobre la dindmica del sistema en lazo cerrado.

Para evitar el efecto anterior se afiade en cascada a la planta la red electrénica que se muestra en la
figura 2 para formar el sistema de control de la figura 3.

Figura 2

CONTROL  RED ELECTRONICA PLANTA

Ga(s) Gex(s) Go(s)

Figura 3

La funcién de transferencia de la red electrénica es:

52 2 C&onp = wnz

Gex(9 = Eo(9 _ + 2 [&z [donz[ 5+ (.x)nz2 donde: 0 14 2&2
Ei(y & + 2 [&p Loonp B+ wnp % T

0 z

b) Disefar la red electrénica anterior de manera que cancele la resonancia estructural de la planta.

Suponiendo un control proporcional, obtener el lugar geométrico de las raices calculando los pasos 1y
2 del apartado a).

Razonar las ventajas que proporciona la utilizacion de este tipo de estructura controladora.

c¢) Disefiar un control proporcional integral derivativo para eliminar el error estacionario de posicién y
lograr unas especificaciones de respuesta transitoria de tiempo de establecimiento de 4 segundos y
maximo sobreimpulso del 20 %.

s+ st
Gel(9) = kB(M Considérese b=0.06.
s
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Para finalizar el analisis, estudiar el efecto sobre la respuesta frecuencial de la red electronica
disefiada, para ello:

d) Trazar el diagrama de Bode asint6tico en modulo y fase de la red electrénica disefiada.

En la figura 4 se muestra el diagrama de Bode en médulo y fase de la planta.

e) Determinar la frecuencia de transicion, el margen de fase y el margen de ganancia del sistema sin
red electronica ni control proporcional integral derivativo. ¢ Cudl es el efecto cualitativo de la adicion
de la red electrénica sobre el margen de fase y el margen de ganancia? Razonar la respuesta.

5 S

0 N T T T T T T T T

L | T T T T T T e e T T e N S S e B B |

-40

R e e S e B B R S T SR I
|

-1 0 1 2
10 10 10 10

Frecuencia (rad/seg.)

Fase (grados)

-50

-100

-150

-200

-250

10 10 10 10

Figura 4
Solucién:
a) Lugar geométrico de las raices:

La funcién de transferencia en lazo abierto es:

[&c=-75
75 3
+
Gp(9 = > gue posee raices eEsp =-1
(s+1) < +01206+ 9 0
Hp1,2=-006+ j3

Los angulos de las asintotas sort+86° y el punto de interseccion de las mismas con el eje real es:
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_-1-2[006+ 75

Oa =36.94
2

Debe observarse que este punto se encuentra en semiplano derecho en el plano transformado de
Laplace.

La interseccion del lugar geométrico de las raices con el eje imaginario ocurre para el valor de
ganancia que proporciona estabilidad limite; de este modo, aplicando el algoritmo de Routh sobre la
ecuacion caracteristica:

(s+) < +01206+ 9+ K{ s 75= O &+ 112%+( 912 kI8 75k 9 0O

S 1 9.12+k
s2 112 75k + 9
- +
gt 7388k + 12144 1\ _ 60164375] sL2=+j 3022
112
0 75k + 9

Los &ngulos de arranque saaos conocidos exceptuando los correspondientes a las raices complejo-
conjugadas, para este caso:

arct 3 - arct 3 -90°-0=+180 6= 197
75— 006 1-0.06

En la siguiente figura se muestra el lugar geométrico resultante.

Eje Imaginario Lugar Geométrico de las Raices de la Planta
10 T T T T T T

8t i

6 i

I
-80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20
Eje Real
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A partir del lugar geométrico puede afirmarse que, debido a la proximidad de las raices complejo-
conjugadas al eje imaginario, el sistema en lazo cerrado entra en la inestabilidad para valores de k muy
pequenfios; el disefio de estructuras de control partiendo de este tipo de plantas conlleva la cancelacion
de estas raices complejo-conjugadas previas al disefio de la estructura controladora.

b) Para cancelar la resonancia estructural, deben igualarse los ceros de la red electrénica con los polos
complejo-conjugados de la planta; a su vez, los polos de la red electrénica apareceran como resultado
de la aplicacion de las expresiones que ofrece la propia red.

2 Ctonp = Wnz=3
Eo(9 +0120%6+ 9 0
Ge2(9 = = donde: 1+ 20872  1+20002
Ei & + 2 [Ep [Bonp+ wng? = = = 2502
S &p [GonpC5+ cong %,3 202 200,02
2 2
g =S +0120+9  s2+0120%+ 9

2 +15012%+ 9 (S+0.06) s+ 15006
de este modo la funcién de transferencia en lazo abierto final resulta:

s+75
(s+0.06) [{s+ D{st 15008

GT(9 = &(90G2( 3=
Para trazar el nuevo lugar geométrico de las raices es necesario determinar el lugar geométrico sobre
el eje real y las asintotas:

EjeImag.  [ugar Geométrico de las Raices del Sistema con
150 T T T

100 - , i

50 - ' g

-150 ! !
-200 -150 -100 -50 0 50

Eje Real

z . (o] . -z : .
Los angulos de las asintotas sort@8" y el punto de interseccion de las mismas con el eje real es:
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Oz -1- 006—215006- 75 > 3306

Debe observarse que este punto se encuentra en semiplano izquierdo en el plano transformado de
Laplace. Dado que el sistema debe tener un punto de ruptura ubicado entre las raices s=-0.06 y s=-1,
segun las caracteristicas obtenidas de la asintotas, puede afirmarse que el sistema en lazo cerrado es
siempre estable (rigurosamente, es necesario determinar la no existencia de puntos de interseccion del
lugar geométrico de las raices con el eje imaginario, pero dado que el punto de interseccion de las
raices con el eje real se encuentra muy alejado del punto de ruptura, puede suponerse que esta
condicién se verifica).

c) Disefio del control proporcional integral derivativo.

+ St
Gel(§ = kw b=0.06.
Segun las especificaciones de disefio:
ts=2 = aseg g=1 Mp=¢€T™/% =020 od=1952
a

La funcidn de transferencia en lazo abierto resulta:

kst ast7H
s[{s+1) [{ s+ 15006

GT(9 = G(90G2( 3L G )=

Efectuando el disefio en el plano transformado de Laplace mediante la imposicion de las condiciones
de angulo y médulo sobre los puntos deseados se obtiene:

19520 M.9520 0 1952 O (19520

arctga—gr arc tgﬁa— arctwﬂ— 90° -18¢° + arctg—az J_r180o a=4.938

k3(4.938- 32 + 1952 G( 75 W2+ .1952

=10 k =19615
19520 1+ 1953 G/( 15006 ) + .1982

Control PID disefiado: Gel(9 = 196153(S+ 0.06) ESQs+ 4939
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Médulo (db) Diagrama de Bode del Corrector
0 T T

20 T el s o

A0 o o s Tn T T T T T T

B0 - o

-80
10 ?

10°
Frecuencia (rad/seg.)

Fase (grados)
100 T

-100 NI | NI | Ll Ll L
10 ? 10 10° 10° 10° 10°
Frecuencia (rad/seg.)

d) La figura anterior muestra el diagrama de Bode en médulo y fase de la red electronica disefiada
para cancelar la resonancia estructural de la planta (debe observarse que se han trazado diagramas
asintoticos y reales).

e) Observando el diagrama de Bode en médulo y fase de la planta, pueden determinarse graficamente
los valores del margen de fase y el margen de ganancia del sistema sin la red electrénica ni el control
disefiado, obteniendo:

« Frecuencia de transicioat =5 rad / seg

* Margen de faseMF = 180° - 250 = - 760

« Margen de ganancidG = -35 dB deteminados erwi = 3 rad/seg

Debe observarse el efecto desestabilizador de la resonancia estructural que provoca una disminucion

de mas de 120en fase y un aumento de 30 dB en el mddulo de la respuesta frecuencial en lazo
abierto. La red electronica afiadida al sistema compensa este efecto desestabilizador afiadiendo fase y
reduciendo modulo en la frecuencia de resonancia; de este modo, aumenta el margen de fase y el
margen de ganancia total.
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Problema 4

Los sistemas de fase minima son aquellos que poseen alguin polo o cero de su funcion de transferencia
en el semiplano derecho del plano S. Suponer el siguiente sistema en lazo cerrado:

R
(s) + e ce

(std

donde: G(9 = si(s+ §

Se pretende estudiar la estabilidad del sistema en lazo cerrado segun la ubicacion de sus
singularidades. Analizar los siguientes casos:

l.a=-1;b=1
2.a=1;b=1
3.a=1;b=-1

Para ello, realizar los siguientes apartados en cada uno de los casos:

a) Obtener la respuesta frecuencial del sistema y descomponerla en la forma:

G(jw) = R4G (jw)] +j IN[G ()]

b) Calcular la siguiente tabla:

W RYG (jw)] Im[G(jo)]

0.1

10

c) Dibujar el diagrama polar utilizando los valores calculados anteriormente.
d) Dibujar el diagrama de Nyquistq<w<om).
e) Calcular el margen de fase y el margen de ganancia.

f) Determinar la estabilidad del sistema en lazo cerrado aplicando el criterio de Nyquist.
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g) Comparando los resultados de margen de fase y margen de ganancia con el resultado de aplicar el
criterio de Nyquist, ¢qué conclusion obtiene de esta comparacién? Razonar la respuesta.

h) ¢Como varia la estabilidad en lazo cerrado si la ganancia en continua del sistema en lazo abierto
aumenta? ¢Qué conclusion obtiene de este apartado? Razonar la respuesta.

Nota: Utilizar el lugar geométrico de las raices (de forma aproximada) si lo considera necesario.
Solucion :

(s-1

* Caso 1.G(9 = s+ D)

a) Respuesta frecuencial:

O 2
ReG (jw) =
(jw-1 _2w+j(1—(o2) B 1 | (1“"2)

U= e ) ™ ] ¢ O RGGu] +ime Go): B () )
am[G(Joo)] =2
0 of1+?)
b) Tabla:
W RYG (jw)] Im[G(jo)]
0 2 00
0.1 1.98 0.9
1 1 0
10 0.0198 -0.098
0 0 0
c¢) Diagrama polar:
10 . -
- ] S T
BF - - - = + = = - = 4 - - - - - - - - o= - - -
Y,
A S T T e T
of - - - - e e T ,
Y
al o]
P
P |
195 0 05 1 15 2

Diagrama polar Caso 1 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)
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d) Diagrama de Nyquist:

Para trazar el diagrama de Nyquist Unicamente debemos trazar el simétrico del diagrama polar
respecto al eje real, asi como trazar el recorrido de radio infinito correspondiente a la transformacion
del recorrido de Nyquist alrededor del polo en origen del plano S. Este recorrido de radio infinito se
recorre en sentido horario porque el polo en origen es rodeado en sentido antihorario por el recorrido
de Nyquist.

ImG

N

Diagrama de Nyquist Caso 1.
e) Obtencion del margen de fase y el margen de ganancia:

Para calcular el margen de fase Unicamente debemos encontrar la interseccion entre el diagrama polar
y el circulo de radio unidad. Esta interseccién ocurre perarad/seg en el punto 1, resultando de
este modo un valor de ME8(C.

El margen de ganancia se obtiene buscando la frecuencia para la cual la respuesta frecuencia en lazo
abierto presenta 180no produciéndose esta situacion para ningun valor de frecuencia (exceptuando
paraw=), obteniendo MG=0.

f) Aplicacion del criterio de Nyquist:

En el diagrama de Nyquist se observa un rodeo en sentido horario al punto -1+j0, lo que implica N=1.
El sistema en lazo abierto no posee ningln polo en semiplano derecho, P=0 (porque el polo en origen
no se encuentra en el interior del recorrido de Nyquist). De este modo: Z=N+P=1. El sistema en lazo
cerrado posee un polo en semiplano derecho, siendo, de este modo, inestable.

g) Comparando los resultados anteriores comprobamos que en sistemas de fase no minima no es
posible aplicar los conceptos de margen de fase y margen de ganancia para cuantificar la estabilidad
relativa porque son contradictorios con el resultado del criterio de Nyquist. Fijémonos que,
aparentemente, el sistema en lazo cerrado es estable observando los valores de margen de fase y
margen de ganancia, cuando realmente es inestable, como sabemos a partir del criterio de estabilidad
absoluta.
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h) Variacion de la estabilidad en funcién de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta el sistema permanece siendo inestable debido a que, observando el
LGR, aparece una rama en semiplano derecho que es originaria de la inestabilidad del sistema en lazo
cerrado.

(s+2) :}

*Caso 2: G(9 = s{st]) s

a) Respuesta frecuencial:

HRdG (jw)] =0

. 1 o1 . . . .
G(jw=5,=I Glio = R4 G (jw) +j InfG (w); Em[e(jw)] _ _ul)
b) Tabla:
W R4G (jo) Im[G(jo)]
0 0 -00
0.1 0 -10
1 0 -1
10 0 0.1
00 0 -0
c¢) Diagrama polar:
10
sl
ol
ab
ol
ob
2t
4}
6t
8l
Qs 0 05

Diagrama polar Caso 2 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)
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d) Diagrama de Nyquist:

Para trazar el diagrama de Nyquist Unicamente debemos trazar el simétrico del diagrama polar
respecto al eje real, asi como trazar el recorrido de radio infinito correspondiente a la transformacion
del recorrido de Nyquist alrededor del polo en origen del plano S.

1IN
N

Diagrama de Nyquist Caso 2.

e) Obtencion del margen de fase y el margen de ganancia:

La interseccion entre el diagrama polar y el circulo de radio unidad ocurrexparad/seg en el
punto -j, resultando de este modo un valor de ME=g@alogamente al caso anterior se obtiene

MG=co.
f) Aplicacién del criterio de Nyquist:

En el diagrama de Nyquist se observa que no se produce ningin rodeo al punto -1+j0, lo que implica
N=0. El sistema en lazo abierto no posee ningun polo en semiplano derecho, P=0. Dedeste m
Z=N+P=0. El sistema en lazo cerrado es estable.

g) Comparando los resultados anteriores comprobamos que en sistemas de fase minima si es posible
aplicar los conceptos de margen de fase y margen de ganancia para cuantificar la estabilidad relativa
porque coinciden con el resultado del criterio de Nyquist.

h) Variaciéon de la estabilidad en funcién de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta, el sistema permanece estable proporcionando una constante de
tiempo mas pequenia.
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(st])
s[{s-1)

*Caso 3: G(9 =
a) Respuesta frecuencial:

- —20+ j[1- w?
G(joy = —U9*D o i-o?)

jodjw-1) co(1+oo2)

 G(j) = RYG ()] + I[G (w);
Rde ()= 120
: frvo?]

O Py
mG(jw)] = o)

5 oft+o?)
b) Tabla:

W ReG (jw)] Im[G(jo)]
0 -2 )
0.1 -1.98 0.9

1 -1 0

10 -0.0198 -0.098
00 -0 0

c¢) Diagrama polar:

Diagrama polar Caso 3 (linea continua) y simétrico (linea discontinua)
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d) Diagrama de Nyquist:

Trazando el simétrico del diagrama polar respecto al eje real, asi como el recorrido de radio infinito
correspondiente a la transformacion del contorno del recorrido de Nyquist alrededor del polo en
origen del plano S, se obtiene el diagrama de Nyquist.

ImG

ReG

N
/)

Diagrama de Nyquist Caso 3.

e) Obtencion del margen de fase y el margen de ganancia:

Para calcular el margen de fase Unicamente debemos encontrar la interseccion entre el diagrama polar
y el circulo de radio unidad. Esta interseccion ocurre perarad/seg en el punto -1, resultando de
este modo un valor de MF%0

El margen de ganancia se obtiene buscando la frecuencia para la cual la respuesta frecuencia en lazo
abierto presenta 180produciéndose esta situacion pacslrad/seg obteniendo MG=0.

f) Aplicacién del criterio de Nyquist:

El diagrama de Nyquist cruza por el punto -1+j0; de este modo el sistema el lazo cerrado presenta
polos en el eje imaginario del plano S, por lo que es, de este modo, oscilatorio.

g) Comparando los resultados anteriores, comprobamos un resultado conocido: los sistemas
oscilatorios en lazo cerrado presentan un margen de fase de cero grados y un margen de ganancia de
cero dB’s.

h) Variacién de la estabilidad en funcién de la ganancia en continua:

Si la ganancia en continua aumenta, el sistema pasa de la inestabilidad (para k<1) a la estabilidad (para
k>1), comportamiento totalmente opuesto al de un sistema de fase minima.
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Problema 5

El “Simple-Hold D/A Converter'es el convertidor digital-analégico mas sencillo (también el més
comun en la practica) y se caracteriza como un mantenedor de orden cero cuya funcién de
transferencia es:

P
Gon(9 = -2

Sin embargo, en determinadas aplicaciones se utiliza el convertidor digital-and@ichinear-
Interpolator hold circuit;, cuyo esquema circuital se presenta en la figura 1.

Sefial

H -Ts
Discreta Goh(s)= 1-3

-
é+ R |} Sefial
ZOH VVV\A- > Analdgica
L

»
>

+

R-C=T
Figura 1

a) Demostrar que la funcién de transferencia del convertidor digital-analébigo Linear-
Interpolator hold circuit"es:

_ 4 Ts 2
9= (1 Temsz )

Se pretende comparar los efectos en el dominio frecuencial de estos dos tipo de convertidores digital-
analdgico (D/A). Para este estudio se propone el sistema:

Hp(s) % ‘ >

y

—* D/A

H(2)
Figura 2

Ho(s = %2 cumpliéndoseT < -2
S e

b) Calcular la expresion de la atenuacion que sufre una sefial ruidosa senoidal de fresi€xitia
(rad/seq) en la entrada del convertidor, en funciomedeT, para los dos tipos de convertidores D/A.
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Nota: Suponer que la frecuencia de la sefial de ruido en el plano transformado W es aproximadamente
igual a la frecuencia real.

Considérese el sistema en lazo cerrado siguiente:

Sefal discreta Sefial discreta
H(z) =

c) Obtener la relacién que debe existir enirey T para tener un margen de ganancia igual a 14 dB en
los dos tipos de convertidores D/A. Calcular el margen de fase que se obtiene en estas situaciones.

d) Indicar las ventajas y desventajas de los dos tipos de convertidores estudiados. Razonar la
respuesta.

Solucion:

a) Para demostrar la funcion de transferencid @&\ Lineal-Interpolator hold circuit", dnicamente
debemos resolver la funcién de transferencia circuital propuesto :

Vo __ L1 __1

V1(9) RCs Ts

Conociendo que un retardo de una muestra equivale a una funcion transforiaddeaemos, en
conclusion, la funcion de transferencia final:

_eTs\?
G($:<l e S>

Ts?

b) Debemos calcular la expresidn de la atenuacién que sufre una sefial ruidosa senoidal de frecuencia

« = 10/T (rad/seg) en la entrada del convertidor, en funciéa.dg T. Para ello recordemos que

la atenuacién de una sefial senoidal en un sistema lineal e invariante en el tiempo coincide con la

inversa del médulo de la respuesta frecuencial del sistema (en unidades lineales) a la frecuencia de la
sefial senoidal.

De este modo, previamente, se deberan calcular la transformatiatansformada bilineal, pues se
trata de un sistema discreto.

* Para "D/A Linear-Interpolator hold circuit"

wc(l‘e_Ts)z @ . 12010 ox,. 1.2 T2Z(z+1)
H(3)=G(3DH>($=?T; H(Z)=?(1‘Z ) ZE‘?E=?(1‘Z W
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Hz)=————>=—T
T 2 z(z-) 2 2zz-)

Transformada bilineal:

T O
2",
LI ZQ—IWD 3-Tuf
Hw) = 7 2" B _u 2 E; HOw) = s 2
SL T 0O T o 2 T 0O
+EWD +§W 0 TW§+EWE WE@+—W§
O 00—+ -0
g_fwﬂ -—w GO
2 08 2 8

Nos indican que la frecuencia de la sefial de ruido transformada al plano W es aproximadamente igual
a la frecuencia real; ello conlleva que, para poder conocer la atenuacién sufrida por esta sefal,
Unicamente debemos trazar el diagrama de Bode en el plano transformado y mirar el valor de la
ganancia en la frecuenciaw = 10/T.

iged

El diagrama de Bode es en este caso muy sencillo, pues las contribuciones de cero y polo reales de
frecuencia de corte 2/T se cancelan entre si en médulo; el resultado es Unicamente una recta de
pendiente -20dB/dec que pasa por el punto 2Qtogara la frecuenciaw = 1. En conclusion, la
atenuacion resultante es:

|H(j(mv)|dB =2onbgmcl—gr

ww=10/T

* Para"Simple-hold D/A converter”

_ 4 Ts _ 010 _
H(9 = GoK 30 p=—— (£, H(z):(l-z1)mmmz%17gzzzlmmg(zz)zsz

Transformada bilineal:
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T T T
1 1-—w 1-—w 1-—w
H(W):TEmEIT—:Tm)cEIT—ZT; H(W) = T BocE—2— = o3
1+—w 1+—w-1+—w TOv w
2 4 2 2
T
1-—w
2
Analogamente al caso anterior :
1—jImN

H(jeon) = e B—E—
Jow

En este caso, debemos observar que el valor del médulo en la frecuencia 10/T es igual al valor del
mdédulo en la frecuencia 2/T (asintéticamente), dado que la pendiente a partir de la frecuencia 2/T es
de 0dB/dec. De este modo la atenuacion resulta ser:

H(jaw)|  =200og
dB

ww=10/T

ox [T

c) Obtencién de la relacion que debe existir emgrng T para tener un margen de ganancia igual a 14
dB.

Para resolver este apartado deben observarse, de nuevo, los diagramas de Bode para cada uno de los
convertidores D/A.

* Para "D/A Linear-Interpolator hold circuit

El margen de ganancia se obtiene en la frecuencia de paso por una fase de -180°, en este caso esto
ocurre para la frecuencia:

FASH H( jwwo] = -9C°-2arctg %(mvo: -1800 mo:%

= 14dB0O Thic= 04

MG = 201log ¥ = 20109
e T [doc
El margen de fase obtenido en este caso es:

MF =18(P—-90- 2arctg %wmt = 90~ 2arctg %mm

Donde la frecuencia de transicion est = «c.
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MF = 9(P-2 arctg 0—24 = 6738
* Para "Simple-hold D/A converter"
FASH H( jow0)] = -9C°- arctg gowvo= -1800 ww0= o

2

MG =20log
T ldx

=14dB0O Thc= 04

El margen de fase obtenido en este caso es:
T T
MF =180°-90- arctg > wwt = 90— arcth wwt
Donde la frecuencia de transicion esit = tc.
MF = 9(P- arctg 0—24 = 7869

d) Conclusiones :

El "Simple-hold D/A converterSfrece mayor margen de fase (para igual margen de ganancia), pero
ofrece menos rechazo (menor inmunidad) al ruido qu®#\ Linear-Interpolator hold circuit'
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5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial

5.1 Introduccion

El disefio de los parametros de los controladores que se han desarrollado hasta el momento se ha
basado en técnicas temporales, efectuando las especificaciones del disefio a nivel temporal, mediante
el maximo sobreimpulso, el tiempo de establecimiento, etc. Estas especificaciones se han trasladado al
plano de Laplace, posibilitando el uso de las herramientas y técnicas de disefio disponibles en este
plano. No obstante, en el disefio realizado se ha tenido pleno conocimiento de las caracteristicas de la
planta o proceso que se pretende controlar, pues sin este conocimiento el disefiador no tiene ningin
indicativo de la forma de llevar a cabo el control adecuado del sistema, lo cual se extiende a aquellos
sistemas de los que se desconoce la funcién de transferencia o en los que ésta es dificil de caracterizar.
Para estos sistemas, una alternativa de disefio consiste, en primer lugar, en obtener informacion de la
planta o proceso mediante su respuesta frecuencial, que es posible obtener de una manera
experimental. Posteriormente, se puede realizar el disefio del controlador mediante técnicas de disefio
basadas en la respuesta frecuencial del sistema que hay que controlar. En este tema se pretende
explicar las diferentes técnicas de disefio que utilizan la respuesta frecuencial como base, cuyas
caracteristicas, margenes de fase y de ganancia, ancho de banda y ganancia en continua, permitiran
realizar el disefio de los controles mas adecuados para una planta determinada.

Aungue hasta el momento se ha utilizado el término "controlador” para definir al conjunto de acciones
gue se utilizan para actuar sobre el proceso; el término mas empleado en la bibliografia existente es el
de "compensador", de manera que es frecuente referirse al control Pl como compensador PI, y al
control PID como compensador PID, etc.

En este tema se estudiara el disefio de los controladores temporales mas habituales (controladores P,
PIl, PD y PID), desde un punto de vista frecuencial (compensadores P, PI, PD y PID). Se insistira en la
relacion existente entre las caracteristicas frecuenciales de los sistemas y las caracteristicas de las
respuestas temporales obtenidas (tiempo de establecimiento, maximo sobreimpulso y velocidad en la
respuesta), y se expondran nuevos compensadores, fruto de la observacién del sistema desde un punto
de vista frecuencial, como son el compensador en adelanto y en atraso.

Una ventaja que tiene el disefio mediante la respuesta frecuencial de los sistemas, ademas de ser Util
para aquellos sistemas de dificil caracterizacion, consiste en que se puede extender a algunos sistemas
no lineales, empleando para ello la técnica definida "funcién descriptiva".
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5.2 Compensacioén serie y compensacion paralelo

La compensacion de un sistema se puede realizar mediante la compensacién serie, figura 5.1a, o
mediante la compensacion paralelo, figura 5.1b. En la compensacién serie se sitia el compensador
D(s) en serie entre la sefial de error e(s) y la funcién de transferencia de la glantai&tsas que

en la compensacion paralelo se sitda el compensador D(s) en un bucle interno de realimentacion.

a)
RO 32O I s o G(s) cE)
b)
R(s) + e(s) G, + G, () C(sz
D(s)

Fig. 5.1 (a) Compensacion serie; (b) Compensacion paralelo.

En general, la compensacion serie es mas sencilla que la paralelo, puesto que al llevar a cabo la
compensacion el médulo y la fase de la respuesta frecuencial del compensador serie D(s) se pueden
sumar directamente con el médulo y la fase, respectivas, de la respuesta frecuencial del sistema que
hay que compensar (Q slo que facilita la tarea del disefio. Esto no ocurre asi en la compensacion en

paralelo, puesto que es una compensacién mas complicada de llevar a cabo.

En la compensacion serie, la respuesta frecuencial de la funcién de transferencia en lazo abierto,
considerando el compesador, fig. 5.1a, es en mddulo:

|GLA (jw)|db = |D(jw)|db + |G(j('0)|db
Y, en fase:
OGa (Jw) = OD(jw) + 0G(jw)

Por tanto, en el disefio del compensador serie se debe considerar que su respuesta frecuencial en
modulo y en fase se suma de forma directa a la respuesta frecuencial del sistema que se debe
compensar, lo que determinara, claramente, el efecto del compensador sobre el sistema. Se debe tener
en cuenta que todos los compensadores que se exponen en este capitulo estan concebidos como
compensadores en serie, por lo que deben situarse segun la forma indicada en la figura 5.1a.
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5.3 Relacion respuesta frecuencial - caracteristicas temporales

Antes de abordar a fondo el disefio de los compensadores, es conveniente tratar de establecer qué
relaciones existen entre las caracteristicas temporales (maximo sobreimpulso, error en régimen
estacionario, etc..) y las caracteristicas frecuenciales de un sistema (margenes de fase y de ganancia,
ancho de banda, etc..). Entender esta relacién es vital, puesto que el conocimiento de las caracteristicas
frecuenciales que deben optimizarse en el disefio depende de ello.

5.3.1 Ganancia normalizada en Bode y error en régimen estacionario

A través de la ganancia normalizada del diagrama de Bode de un sistema puede establecerse el error
en régimen estacionario que éste va a cometer frente a un determinado tipo de entrada. Este hecho es
debido a que el término constante normalizado del médulo de la respuesta frecuencial en lazo abierto
corresponde con uno de los coeficientes estaticos de error, que puede ser el coeficiente estatico de
posicion, el de velocidad o el de aceleracion.

Como ejemplo, puede tomarse un sistema cualquiera constituido por tres polos, dos ceros y un término
constante, con una funcién de transferencia de lazo abierto:

_ 20+ a(st b
= e s m(s &Y

De esta funcion de transferencia puede deducirse que, puesto que carece de elementos integradores, el
sistema tendra un error en régimen estacionario no nulo frente a una entrada escalén, de valor:

-1
€ssp 1+k,
10@& b

NOnie (5.2)

ky, =1im Gy(s) =
p s.0 1()

Sin embargo, si se trata de analizar la respuesta frecuencial de éste sistema, previamente se debe
efectuar la normalizacion de su funcién de transferencia :

jw jw
. _10mam QZ”%b +1§
Gy(jw) =Gy(9)|._ ., = B! (5.3)
1 Tls= oo nCmp §j2+1%&+]@2+]5
n m p U

En esta normalizacion se observa como el término constante es igual al coeficiente estatico de posicion
(5.2). En consecuencia, el error en régimen estacionario de posicién puede deducirse a partir de este
término en la respuesta frecuencial del sistema.

Cuando la funcién de transferencia tiene un polo s=0, el coeficiente estatico de velocidad es el que
tiene correspondencia con la ganancia normalizada, ec. (5.4) y (5.6). Si la funciéon de transferencia
tiene un par de polos en s=0, ec. (5.5), entonces es el coeficiente estatico de aceleracion quien
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corresponde con la ganancia normalizada, ec. (5.7). Considerando las funciones de transferencia
definidas por las ecuaciones (5.1), (5.4) y (5.5), se puede realizar la tabla 5.1, donde se muestran la
expresion de sus correspondientes coeficientes estaticos en funcion del nimero de polos en s=0.

_10(s+ (st b
G = 5.4
2(9 S(st (st M(s p ©.4)
Gz(9) = 10+ 3(st B (5.5)

s(s+ N(sr m( s p
El valor del coeficiente estéatico para las funciones (5.4) y (5.5):

10D

ky =limsG,(9 = 5.6
v = amee(3 = Ta .9
10talb
kg = lim s = 5.7
a=lim [5(9 nCip (5.7)
Funcién Gi(9) Gs(9 Gs3(9
100D
kp [0} o)
nCmp
K, 0 10alb o
nCmp
K, 0 0 10(&ab
nCmip
Ganancia 100D 10@&h 10Gab
normalizada nCmp nCmp nCmp

Tabla 5.1 Expresion de los coeficientes estaticos de posicion, velocidad y aceleracién y ganancia normalizada
de Bode de la funcione8y(s), G,(S) y Gs(s).

A nivel gréfico, se debe deducir la ganancia normalizada y el nimero de polos en s=0 que existen en el
médulo de la respuesta frecuencial. Cuando existe un polo en s=0 en la respuesta frecuencial de un
sistema, éste se distingue por los tramos con pend&idb/década o -6db/octava en la zona de bajas
frecuencias del diagrama de Bode en moédulo de un sistema. En el caso de un par de polos en s=0, se
distingue de la misma forma, pero por los tramost@db/década. Y, en general, para un nimero n de
polos en s=0, se distinguen por los tramos €nh20db/déc.

Las figuras 5.2 y 5.3 muestran el médulo de los respectivos diagramas de Bode de las fup€ipnes G s
y Gy(9, para a=5, b=16, n=2, m=4 y p=10.

Segun la figura 5.2, el nivel en decibelios (db) a bajas frecuencias tiende a ser constante y de valor

20db, por tanto ya se observa en esta figura que el sistema, del cual se supone que sélo se conoce la
respuesta frecuencial mostrada, no tiene polos en s=0 y, en consecuencia, el nivel de 20db a la
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frecuencia deo=0.1 rad/seg corresponde al coeficiente estatico de posicién, por lo que el error en
régimen estacionario en lazo cerrado que tiene este sistema frente a una entrada escalén :

kIO = Ganancia armalizada =10

Para el caso de la figura 5.3, se distingue una pendiente a frecuencias ba@atbfiiee, por lo que

este sistema tiene un polo en s=0. Como la contribucién de este pwid ead/seg es 0 db y la
contribucién erw=0.1 rad/seg es de 20 db (pendiente -20 db/déc), el término de ganancia normalizada
corresponde con la diferencia 40db - 20 db= 20db. Como el sistema tiene un polo en s=0, la ganancia
normalizada corresponde con el coeficiente estatico de velocidad, por lo que el error en régimen
estacionario de velocidad seré:

5.3.2 Margen de fase y méximo sobreimpulso

El margen de fase de la respuesta frecuencial de un sistema proporciona una cierta idea del
sobreimpulso que éste cometera cuando sea realimentado, frente una entrada escalon. La relacion
existente entre el margen de fase y el maximo sobreimpulso es inversa, es decir, cuando el margen de
fase aumenta, el maximo sobreimpulso disminuye, y viceversa, cuando el margen de fase disminuye, el
maximo sobreimpulso aumenta. Puede decirse que un incremento del margen de fase se traduce en una
mejora del sobreimpulso y, al contrario, que un decremento del margen de fase se traduce en un
empeoramiento del sobreimpulso. Para ilustrar mejor este comportamiento se tomara a modo de
ejemplo la funcion de transferencia siguiente :

k,
G(=———— (5.8)
S(s+6)(st+18

40

iy SRR ST

o]
0

) .
A0 - T N ] el ol NG

) e Y I
-20 -60
10" 10° 10" 10> 10" 10° 10" 107
Fig. 5.2 Respuesta frecuencial en moduld3{és) Fig. 5.3 Respuesta frecuencial en médul@dés)

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Teoria de control. Disefio electrénico

294
, Amplitud
k'=110.14 K'=367.76 K=1080 k'=2381
We=1 W =3 © = W =10
,x / 63 Mr=2120 YSrE I Ay, T T T T
40
. | . 1
~
20 B T S e 050 Lo Y-V e
0
0 0 4 8 1
Tiempo (seg)
o o k'=1080 Amplitud
20F - e e -
W =6.3 wal N
MF= 23.4°
a0 :
0 06 |- - ~ — - — — - -
10" 10° o' _ 107
Frecuencia (rad/seg) 02b - - - - - ool
0
0 2 4 6
Tiempo (seg)
_0N°
% I A A R RN k=367.76 Amplitud
o S w=3
o ) MF=53.9° 11 - [ - >~
850 - < e - \ —————————
N -3
-1809)
020 [~ -~ — — — = - o ]
0
-2259 0 5 ‘L ( ?
o iempo (seg
k=11014  Amplitud
W =1 1
-270° MF=77.3°
10 10° 1 . 02 0 9B e
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.4 Respuesta frecuencial del sistema con funcion de transferencia (5.8). En la gréficas se distinguen el
margen de fase y la respuesta temporal en lazo cerrado para las valores k'=2381, 1080, 367.76 y 110.14

Para disponer de diferentes margenes de fase, se obtendra la respuesta frecuencial para varios valores
del término constante de la ecuacion (5.8) : k' =2381, 1080, 367.76 y 110.14. La figura 5.4 muestra
como empeora la respuesta a una entrada escalén a medida que el margen de fase es menor,
obteniendo cada vez un mayor sobreimpulso y un nimero mayor de oscilaciones hasta alcanzar el
régimen estacionario. Vista esta relacién entre sobreimpulso y margen de fase, el objetivo a conseguir
por un control frecuencial ha de ser mejorar, en la medida de lo posible, el

sistema.

4 Tiempo (seg)6
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5.3.3 Margen de ganancia y maximo incremento de ganancia permisible.

El margen de ganancia indica de forma directa el incremento de ganancia que todavia es capaz de
soportar un sistema realimentado hasta llegar al borde de la inestabilidad. Con la funcion de
transferencia (5.8) y observando la figura 5.4 para k'=1080, puede deducirse una frecuencia de cruce
por 180° dev_;gp 0102rad/ seg, y un valor de ganancia para esta frecuencia de

|G(jco_180:)| 0-7.6db, por tanto el margen de ganancia es de 7.6 db. De esta manera, el aumento de

ganancia en el sistema realimentado todavia puede ser de 7.6 db, para que el margen de ganancia sea
igual a 0 db. Este aumento se corresponde linealmente con 2.4, asi que la maxima ganancia permisible
es:

k = k2402592

Las figuras 5.5 y 5.6 muestran la respuesta temporal obtenida para k'=1080 y k'=2592,
respectivamente. Queda claro que la Ultima ganancia proporciona una respuesta oscilatoria y que los
polos complejo-conjugados en lazo cerrado, en este caso, son imaginarios puros. También, puede
decirse que para el sistema descrito por la funcién de transferencia (5.8), el margen de estabilidad esta
comprendido entre 0 < k' < 2592,

40 -90°
Ca(t) b oo

10

15F - -

20 - - - r e -135°

C ] e
MG=7.6db" " "'

0.5F AV T A I Y o R R N T 2250

-270°

00 i é é 4 -40 -1 0 1 2
(seg) 10 10 10 (rad/seg)10

Fig. 5.5 Respuesta frecuencial en modulo y fase Fig. 5.6 Respuesta temporal a una entrada escalén
del sistema (5.8) para k'=1080. para k'=108Q;), y para k'=2592,C,(t) .

5.3.4 Frecuencia de transicion y rapidez en la respuesta temporal.

La frecuencia de transicion y la rapidez en la respuesta temporal estan directamente relacionados,
puesto que un incremento de la frecuencia de transicion implica una velocidad de reaccién mas rapida
para un sistema determinado y, por contra, un decremento en la frecuencia de transicién implica una
reduccion en la velocidad de respuesta. Esta relaciéon puede observarse determinando el tiempo de
crecimiento, figura 5.7, para las cuatro respuestas temporales de la figura 5.4.

La figura 5.7 muestra el tiempo de crecimiento y el tiempo de pico para diferentes valores de k'. En la
Ultima gréfica, para k'=110.14, al carecer de sobreimpulso y no sobrepasar la respuesta la amplitud
unitaria del escalon, el tiempo de crecimiento se mide al 90 % del valor de salida alcanzado en
régimen estacionario. Para las frecuencias de transigjiénl, 3, 6.3 y 10 rad/seg se obtienen unos
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tiempos de crecimiento dg +2, 0.85, 0.5 y 0.2 seg, respectivamente, por lo se observa de manera
clara esta relacion existente entre la frecuencia de transicién y la velocidad del respuesta del sistema.

k'=1080 x=6.3rad/seg

16

k'=2381 Wx=10 rad/seg

06 - - /- S [
02f -/ - |- - - ------- R
0 : : : 0
0 0.4 0.6 0.8 ( :I). 0 1 ( 1).5
seg seg
tr=02 1=027 =03 1=05
1, K=367.76 G = 3radiseg , k=11014 W =1 rad/seg
1 /9\ . 90%
1 ‘ ‘ ‘ 08} - - - - - T EE -
06 - - - - - i - - - -
04f - - - f - R L - - - - A
77777777777777 02 - /- - o]
L L L O L L
0 0.5 1 1.5 2 0 1 3 4
(seg) (seg)
t,=0.65 tp=0.85 t=2

Fig. 5.7 Respuesta temporal al escalén en lazo cerrado para valores k'=2381, 1080, 367.76 y 110.14 de la
funcién (5.8). En las graficas se distinguen el tiempo de crecimignycel tiempo de picot, excepto para

k'=110.14 donde no existe sobreimpulso.

5.4 Compensador proporcional (P)

El compensador proporcional amplifica directamente la sefial de error, de forma que:

m(t) = kp (B() (5.9)
_M(s) _
D(s) = h Kp

A nivel frecuencial se deben considerar los efectos en modulo y en fase del compensador sobre un
sistema cualquiera. Luego, si la respuesta en modulo del control proporcional es constante, ec. (5.10),
y su contribucién en fase es nula, para un valor positivo de ganancia, entonces, en médulo el
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compensador afiadird o restara una cantidad constante en decibelios a la respuesta frecuencial de un
sistema, y en fase no modificara su respuesta frecuencial.

ID(jw)| = 20logk , (db) (5.10)
OD(jw) = 0°

Observando la figura 5.4, considerando una constante k'=1080 en la ecuacion (5.8) y afadiendo un
término de ganancia proporcional a esta ecuacién, puede tomarse como funcién de transferencia a
emplear a modo de ejemplo:

1080k,

G(yy=———F——
S(s+ 6)(st+ 18

(5.11)

Con esta funcion de transferencia, los valoreskgeque corresponden a las constantes k'=110.14,

367.76, 1080 y 2381 de la funcidn (5.8), son 0.10198, 0.3405, 1 y 2.2046, respectivamente, es decir,
con estos valores de ganancia se obtienen las mismas respuestas frecuenciales y temporales que las
mostradas en la figura 5.4 . En consecuencia, en cuanto a estabilidad relativa, se observa que para
valores de ganancia menores que la unidggs1, los margenes de fase y de ganancia aumentan,

figura 5.7 para k'=110.14 y k'=367.76, mejorando asi la estabilidad del sistema. Sin embargo, para
valores de ganancia mayores que la unidgd>1, los margenes de fase y de ganancia disminuyen,

figura 5.7 para k'=2381, empeorando la estabilidad del sistema.

A nivel temporal, los efectos del control son evidentes, puesto que un aumekifoiplica un

aumento del margen de fase y, al mismo tiempo, una disminucién del maximo sobreimpulso, debido a
que la relacion entre el margen de fase y el maximo sobreimpulso es inversa. De forma similar, una
disminucion de la ganancia implica un aumento del margen de fase y una disminucién del maximo
sobreimpulso.

En cuanto a rapidez en la respuesta temporal, se debe tener en cuenta que la relacion existente entre la
ganancia y la frecuencia de cruce por 0 db es directa, y que la relacion entre la frecuencia de cruce por
0 dB y el tiempo de crecimiento o el tiempo de pico es directa también, véase la figura 5.4. Por tanto,
un incremento de la ganancia produce un incremento en la frecuencia de cruce por 0 dB y un
incremento de los tiempos de crecimiento y de pico; y a la inversa, una disminucion de la ganancia
produce una disminucién de la frecuencia de cruce y de los tiempos de crecimiento y de pico.

En definitiva, tal como muestran las figuras 5.4, 5.6 y 5.7, un aumento en la ganancia del control

proporcional tiende a empeorar la estabilidad relativa del sistema disminuyendo los margenes de fase
y de ganancia y aumentando el maximo sobreimpulso y la velocidad de respuesta del sistema (debe
considerarse que el maximo incremento de ganancia posible consiste en el valor del margen de
ganancia). A la inversa, una disminucidon de la ganancia mejora la estabilidad relativa del sistema

incremetando los margenes de fase y de ganancia y disminuyendo el maximo sobreimpulso y

ralentizando la velocidad de respuesta del sistema.
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5.5 Compensador proporcional-integral (P1)

La compensacién proporcional-integral consiste en el disefio del mismo controlador PI temporal
explicado con anterioridad, capitulo 3. No obstante, este disefio se realizar4 ahora desde el punto de
vista frecuencial. La accion de control y la funcion de transferencia del compensador Pl es:

M=k, g )+ k[ €)dt (5.12)

0 kp, O

k 7% 3
D(s):m:kp+_i:ki—' (5.13)

E(9 s s
Kp . y
Tomandoa= re y k=ki, laexpresion del compensador Pl es:
[
D(jw) = k—(lﬂm) (5.14)
jw

|D(jw)| = 20logk + 20log 1+ jua| - 20odjw) (5.15)
OD(jw) = -90°+ arctgw ) (5.16)

La figura 5.8 muestra la respuesta frecuencial de un compensador Pl para un valor de a=0.5 y k=1,
donde se observa como el compensador tiene una contribucién negativa en fase, restando fase, y como
en médulo tiene una caracteristica decreciente, atenuando la respuesta frecuencial.

20 0°
- -20 db/Dec.
10 NG e
0 o o —
-6db
1/a;2:
10 N N J 900
10" 10° 10" 0

Frecuencia (rad/seg)
Fig. 5.8 Respuesta frecuencial de un compensador PI con el cero situado en 1/a = 2 rad/seg.

El disefio del compensador Pl viene determinado principalmente por la sustraccion de fase que realiza
a bajas frecuencias, lo que limita en gran medida el grado de libertad de éste. EI compensador PI
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introduce un polo en s=0, cuyo efecto en fase es restar 90° en la respuesta frecuencial, figura 5.8,
aunque el cero del compensador Pl tiende a contrarrestar este efecto afiadiendo fase al sistema, de
manera que a altas frecuencias el compensador Pl apenas tiene influencia sobre el sistema que se desea
compensar.

El disefio del compensador Pl se debe realizar con el proposito de mejorar el margen de fase del
sistema; no obstante, este propdsito parece inicialmente dificil de conseguir, puesto que el
compensador Pl resta fase al sistema. Por tanto, para minimizar el efecto del compensador es
conveniente que el cero del Pl esté situado por debajo de la frecuencia de cruce por 0db del sistema,
de forma que el compensador reste la menor cantidad de grados posible sobre el nuevo margen de fase
del sistema compensado.

Para aumentar el margen de fase del sistema compensado, se consideran los siguientes factores:
primero el hecho de que la respuesta frecuencial de la mayor parte de los sistemas tiene una
caracteristica de fase decreciente, (un mayor nimero de polos que de ceros), y segundo, el hecho de
que el compensador Pl atenda el mddulo de la respuesta frecuencial en aquellas frecuencias que estan
por encima de la posicion del cero (1/a). En consecuencia, para mejorar el margen de fase del sistema
a compensar, se debe situar el cero del compensador por debajo de la nueva frecuencia de transicion o
de cruce por 0db, a una distancia prudencial en que el compensador tenga poco efecto en fase sobre
ésta. Ademas, como el compensador atenuda la respuesta en médulo en las frecuencias por encima de la
situacion del cero, figura 5.9, la frecuencia de transiciéon del sistema compensado sera menor que la
frecuencia de transicion del sistema sin compensar, lo que causa que el margen de fase del sistema
compensado sea mayor que el margen de fase del sistema sin compensar, debido al caracter
decreciente de la curva de fase del sistema sin compensar.

En definitiva, el compensador PI reduce la frecuencia de transicion, ralentizando la respuesta temporal
del sistema compensado, e incrementa el margen de fase, mejorando la estabilidad relativa y
disminuyendo el maximo sobreimpulso. En la figura 5.9 se observan los diagramas de Bode en
médulo y fase del sistema sin compensar (planta), con la funcién de transferencia mostrada en la ec.
(5.11), del compensador PI con el cero situado en 1/a=0.3 rad/seg y del sistema compensado (planta
mas control PI, mostrado en linea gruesa).

El médulo y la fase de la respuesta frecuencial del sistema compensado corresponden con la suma de
los mddulos y fases del sistema sin compensar G(s) y del compensador Pl D(s), de forma que el
madulo y la fase del sistema compensado son :

G LA (j) = [D(jw)| +|G(jw)| (5.17)
0G| 4 (jw) = 0OD(jw) + OG(jw) (5.18)

En la curva de mdodulo de la figura 5.9, se observa como el compensador Pl causa una disminucién de
la frecuencia de transicion en el sistema compensado (pasgqgea wpyy,), factor que, observando

la curva de fase, se traduce en un aumento del margen de fase para el sistema compensado (pasa de
MF, a MRy) respecto del sistema sin compensar.
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Fig. 5.9 Diagrama de Bode en mddulo y fase del sistema sin compensar, ec. (5.11)(planta), del compensador PI
(cero en 1/a=0.3 rad/seqg) y del sistema compensado (planta mas compensador PI, en trazo grueso).

La ubicacion del cero del compensador es tal que en la curva de fase de la respuesta frecuencial, fig.
5.9, se observa como se produce una resta de casi 90° en la fream@ntisad/seg. Esta resta va
disminuyendo a medida que aumenta la frecuencia hasta llegar a la frecuencia de cruce por -180°, a
partir de la cual se observa un solapamiento entre la fase del sistema compensado, ec. (5.17), y la fase
del sistema sin compensar, ec. (5.10).

Justo encima del margen de fase obtenido en el sistema compensgdsg Bifbraya la diferencia en

grados,B, entre la curva de fase del sistema compensado (planta mas compensador Pl) y la curva de
fase del sistema sin compensar (sélo planta). El valor de esta diferencia depende de cuan alejado esté
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el cero del compensador, 1/a, de la nueva frecuencia de transigjgp, Al parametrod se le

denomina “remanente de fase” y para que tenga un valor pequefio se debe situar el cero del
compensador PI, 1/a, a una distancia alejada de la nueva frecuencia de transicion. Como criterio de
disefio, se sitia el cero del compensador a una década de la nueva frecuencia de transicion

(Weero = Wpgp /10), de manera que se puede estimar aproximadamente un valor de 10° para el

remanente de fask Este valor es valido para cualquier sistema donde se aplique el compensador P,
puesto que la estimacion es empirica, tomando un valor por encima de lo habitual.

El disefio del compensador Pl utiliza como base la curva de fase de la respuesta frecuencial del
sistema que se desea compensar, ya que en la nueva frecuencia de tragjcidsglo es necesario
considerar el remanente de fae,para tener el margen de fase deseadq.MFe hecho, debe

considerarse que la respuesta frecuencial del sistema sin compensar es el Unico dato real que el
disefiador dispone para abordar el disefio del compensador PI.

El disefio completo del compensador PI utilizado en la figura 5.9 se explicara de forma detallada en el
siguiente ejemplo, donde ademas se mostraran las respuestas temporales del sistema sin compensar,
ec. (5.19) y la del sistema compensado (planta mas compensador PI).

Ejemplo 5.1

Se desea disefiar un compensador PI con el fin de conseguir un margen de fase de 45° para un sistema
cuya funcién de transferencia es:

G(9=— 080 (5.19)
(s+6)(s+18
40 -90°
(db)

30

20 L+ {-1350
10

0 —-180°
-10
-20 280
-30
.40 . |-2700

0

10" 10 10 ?

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.10 Diagrama de Bode en modulo y fase de la funcién de transferencia (5.19).
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En la figura 5.10 se muestra el diagrama de Bode en mdodulo y fase de la respuesta frecuencial del
sistema (5.19), donde se observa que la frecuencia de transicionugg,ee.4 rad/seg y un margen

de fase de MF=23°, aproximadamente.

La nueva frecuencia de transicion se obtiene sobre la curva de fase de la respuesta frecuencial de la
figura 5.10, donde es necesario buscar la frecuencia que permite el margen de fase deseado de 45°.
Para ello, teniendo en cuenta que el margen de fase se mide desde la linea de -180° y que el remanente

de fase para el Pl es @=10° (tomandowcer, = Wyy, /10), el valor de la fase del sistema sin
compensar es:

0G(jw) = ~180+ MF4 +6 = - 125 (5.20)

Luego la nueva frecuencia de transicidsyy,, sera aquella que tenga -125° en la curva de fase del

sistema sin compensar. Observando la curva de fase, figura 5.10, esta frecuencia es aproximadamente
w=3 rad/seg. En esta nueva frecuencia de transicion el médulo del compensador y el médulo del
sistema sin compensar deben cumplir:

D@, *[Gli00w)|, =0 (5.21)

La nueva frecuencia de transicion se puede obtener también analiticamente si se conoce la funcion de
transferencia del sistema a compensar, como es en éste caso. A partir de la funcién de transferencia se
puede plantear la expresion analitica de la fase del sistema:

o 0
0G(jwpgy) = ~90°P-arctg %db - arctg fgb =-1250 (5.22)

La ecuacion (5.22) es una ecuacion no lineal y debe resolverse mediante métodos de calculo numérico,
aunque la forma mas sencilla consiste en probar varios valores,gehasta que, tras sucesivos

intentos, se llegue a un valor aproximado de la cantidad de grados esperada (-125°). Resolviendo
(5.22) se obtiene aproximadamente el valor de 3 rad/seg, que coincide con el valor obtenido
graficamente en la figura 5.10.

En la relacién (5.21) es preciso conocer el valor del modulo del compensador Pl en la nueva
frecuencia de transicion, luego la ec. (5.21) se puede reescribir en:

S NES (A (5.23)

Observando la figura 5.10, el modulo de la respuesta frecuencial en la nueva frecuencia de transicion,
Wyyp =3 rad/seg, es aproximadamente 9.4db. En consecuencia, el compensador Pl debera atenuar

esta cantidad para que la frecuencia de 3 rad/seg sea, en realidad, la nueva frecuencia de transicion.
Como el cero del compensador Bigeo =1/a, se sitla, como criterio de disefio, a una década de la
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nueva frecuencia de transicionw{er, = Wyy, /10= Q3 rad/seg), es necesario conocer de qué

parametro depende la atenuacion que causa el compensador Pl en las frecuencias que estan por encima
de la posicion del cero.

Mddulo (db)
20db + 20 log T
L1Década [~ U
-20 db/déc
20 log k — e ——10
o ID(w)]| gp
. w2la
w=l/a
10°

Frecuencia (rad/seg)

Fig. 5.11 Diagrama de Bode en médulo para un compensador Pl con un cero y un valor de k determinados.

Observando la curva asintética en modulo de la respuesta frecuencial del compensador P, figura.5.11,
para una ubicacién determinada del cero, 1/a, y para un valor de k determinado, es posible determinar
la expresién de la atenuacion del compensador .

ID(jw)| .y, = 20logk — 20log§ =20logk,, (5.24)

Por tanto, la atenuaciéon que causa el compensador Pl tan sélo depende de la ganancia proporcional
kp, ec. (5.24), pudiendo reescribir la ec. (5.20) :

ID(i0gap)|, =20l0gk , = (G (j02pgs)] (5.25)
Y como |G(jco’0db)|db =9.4db, entonces se obtierlg,=0.3388 y k = 01016.

La expresion final del compensador PI:

ID(jw)| = 03388+ 21910 1016335+ D (5.26)
S S
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Fig. 5.12 Diagrama de Bode en médulo y fase del sistema sin compensady yGigl sistema compensadq.G
(jo) (planta mas compensador).

La expresion final del sistema compensado (planta més PI):

109785 E(33$+ )
S(s+6)(st+18 S

Ga(9=DX90Q 3= (5.27)

La figura 5.12 muestra el diagrama de Bode en mdédulo y fase del sistema inicial, G(s), y del sistema
compensado, D(s). La figura 5.13 muestra la respuesta temporal del sistema inicial, G(s), y la del
sistema compensado, D(s), de forma que puede observarse el efecto temporal del compensador PlI.
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El remanente de fageque aparece en la figura 5.12 es de 5.7°, por lo que la estimacion del remanente
se ha realizado por encima de su valor real, repercutiendo ello en el incremento de unos pocos grados
en el margen de fase.

En la figura 5.13, se observa como el compensador PI, al reducir la frecuencia de cruce por 0 db,
aumenta los tiempos de crecimiento, y de pico, ¢, en la respuesta temporal. Ademas, también
aumenta el margen de fase del sistema compensado, por lo que se disminuye el sobreimpulso. El
compensador Pl mejora el error en régimen estacionario, puesto que introduce un polo en s=0. En la
figura 5.13, el tiempo de pico en el sistema sin compensar, G(s), es de 0.5 seg., mientras que para el
sistema compensado, | &( ),sel tiempo de pico es de 0.9 seg, aproximadamente. EI maximo

sobreimpulso para G(s) es del 50%, mientras que pasa( ¢ es del 24%, aproximadamente

Amplitud
C1().

1.6

12

T

L A VAR SR SR S S 1

5 6
Tiempo (seg)

Fig. 5.13 Respuesta temporal en lazo cerrado frente a una entrada del tipo escalén unitario, para el sistema sin
compensar, C1(t), y del sistema compensado, C2(t) (planta mas compensador).

5.6 Compensador proporcional-derivativo (PD)

La funcion de transferencia del compensador PD es:

m(t) = kp L&( ) + ky E—lc%e(t) (5.28)
_M(s) _ _ B ke B
D(s)—ﬁ—klﬁkdﬂs— Kp +kp B;% (5.29)
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Tomandoa= kg y k=kp , la expresion del compensador es:

p
D(jw) =k(1+]jon) (5.30)
ID(jw)| = 20logk + 20log 1+ j ua) (5.31)
OD(jw) = arctgaw ) (5.32)

La figura 5.14 muestra la respuesta frecuencial del compensador PD para un valor de a=0.5 y k=1. En
esta figura se puede ver como el compensador PD afade fase al sistema, por lo que puede incrementar
en gran medida el margen de fase del sistema a compensar. Ademas, el compensador PD afiade 20
db/déc en médulo a partir de las frecuencias que estan por encima de la posicion del cero del

compensador (1/a).

30 T T T T T N B S B I 90°

20 db/déc -
e S e

‘100

1 2
Frecuencia (rad/se&)0

10
Fig. 5.14 Respuesta frecuencial de un compensador PD con el cero situado en 1/a=2 rad/seg.

Con el compensador PD se consigue, pues, aumentar el margen de fase del sistema, mejorando la
estabilidad relativa de éste. El disefio del compensador debe realizarse para que la aportacién de fase
gue realiza sobre el sistema sea lo maxima posible, aunque ésta dependera principalmente de la
ubicacion del cero del compensador, 1/a, puesto que puede incrementar la frecuencia de cruce por 0db
en el médulo de la respuesta frecuencial.

La figura 5.15 muestra el diagrama de Bode en mddulo y fase del sistema cuya funcion de

transferencia se definia en la ecuacion (5.19), al que se aplica un compensador PD con distintas
situaciones del cero (1/a= 1, 10 y 20 rad/seg). En esta figura, cuando el cero del compensador PD se
sitia por debajo de la frecuencia de transicion del sistema sin compensar (6.4 rad/seg), provoca un
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gran aumento de la frecuencia de transicion del sistema compensado, que pasa a ser de 30 rad/seg, ya
qgue incrementa la curva en mddulo en un factor de 20 db/déc. Asi, el margen de fase no acaba
teniendo un incremento del margen de fase tan significativo como el que cabia esperar.

40 ‘
Wodp = 6.6
20V,,,‘,,‘,‘,,‘,“,‘,‘ -0 777“7‘7“77(“)0db=7'37‘7 T T |
Wogh = 6.4
0

20F e e e N

AOp e J1/a=20
| l/a—=co

-270
10 10

-1 0 1 2
. 0
Frecuencia (rad/seé)

Fig. 5.15 Diagrama de Bode en modulo y fase de sistema, ec. (5.19), con un compensador PD con distintas
ubicaciones del cero 1/a=0, 1, 10 y 20 rad/seg.

El maximo margen de fase (MF=53°) se obtiene en este caso con el cero en 1/a=10 rad/seg. A nivel
temporal, figura 5.16, el compensador PD, al aumentar el margen de fase y la frecuencia de transicion
del sistema, disminuye el maximo sobreimpulso y acelera la respuesta temporal, por lo que los tiempos
de pico y de crecimiento disminuyen.
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En la figura 5.16 se muestran las respuestas temporales frente a una entrada del tipo escaldn unitario
para las situaciones del cero del compensador en 1/a =1, 10 y 20 rad/seg. La respuesta temporal C1(t)
es la correspondiente al sistema sin compensar, ec. (5.19), y las respuestas C2(t), C3(t) y CA4(t),
corresponden a las situaciones del cero en 1, 10 y 20 rad/seg, respectivamente.

La repuesta temporal C2(t) es la mas rapida de todas, puesto que la frecuencia de transicion para 1/a=1
rad/seg es de 30 rad/seg, siendo bastante mayor que la del sistema inicial (6.4 rad/seg). En las
respuestas temporales de C2(t), C3(t) y C4(t), se observa un menor sobreimpulso que en C1(t), debido
a que tienen un mayor margen de fase. En la figura 5.16, también se observa como la respuesta C3(t),
1/a=20 rad/seg, es ligeramente mas rapida que C4(t), 1/a=10 rad/seg, debido a que la frecuencia de
transicion de C3(t), 7.3 rad/seg, es mayor que la frecuencia de transicion de C4(t), 6.6 rad/ seg.

1.6 T T
ci()
CA(t
c2() ® ‘ ‘
120 - feah N e c e
lk
osH- Il - - - - -\ - S L]
04t {ff - - e .
0 1 1
0 1 2 Tiempo (seg) 3

Fig. 5.16 Respuesta temporal frente a una entrada escal6n unitario del sistema sin compensar, C1(t), con un
compensador PD con distintas ubicaciones del cero 1/a= 0, 1, 10 y 20 rad/seg que corresponden a las
respuestas temporales C2(t), C3(t) y C4(t), respectivamente.

El compensador PD mejora las caracteristicas temporales del sistema que se debe compensar, aunque
hay que procurar que el disefio del compensador no afecte demasiado al valor de la nueva frecuencia
de transicién. En este apartado se ha efectuado un disefio del compensador situando el cero en distintas
posiciones 1/a= 1, 10 y 20 rad/seg, obteniendo los mejores resultados en 1/a = 10 rad/seg.

5.7 Compensador proporcional-integral-derivativo (PID)

La funcion de transferencia del compensador PID es:

m(t) = kp (& + Kqg [—lc%e(t)+ ki [ & fat (5.33)
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M)

P& =E9

k.
=kp +kg B+ — (5.34)

A nivel frecuencial, la funcién de transferencia (5.34) del compensador PID se puede reescribir de
manera que se puede tomar como el producto de un compensador PD con un compensador PI :

M(S) i2 U

D(s) = (1 Ky )@kp2+ H (5.35)

Luego, a nivel frecuencial, el disefio de un compensador PID se realiza como una implementacién en
cascada de un compensador Pl junto con un compensador PD, por lo que se deben considerar las
caracteristicas de ambos compensadores en el disefio.

El compensador Pl aumenta el margen de fase y reduce la frecuencia de transicion del sistema,
mientras que el compensador PD también aumenta el margen de fase y aumenta la frecuencia de
transicion del sistema. En consecuencia, con un compensador PID es posible obtener un margen de
fase mucho mayor que el obtenido con un compensador Pl o un compensador PD individualmente. La
combinaciéon de ambos compensadores debe permitir un mayor margen de fase, manteniendo o
mejorando, al mismo tiempo, la velocidad de respuesta original del sistema.

Si al compensador Pl disefiado anteriormente, ec. (5.25) y (5.26), se le afiade el compensador PD de la
figura 5.15, para 1/a= 10 rad/seg, se dispone en definitiva de un compensador PID, que consigue un
mayor margen de fase que el inicialmente especificado (MF = 45°). La frecuencia de transicién del
sistema asi compensado es la que impone el compensador PI, 3 rad/seg, fig. 5.17, puesto que el
compensador PD tiene el cero en 1/a=10 rad/seg y apenas afecta en modulo a ésta frecuencia.

Otra forma de disefiar un compensador PID consiste en mejorar el margen de fase del sistema al
mismo tiempo que se trata de mantener el valor de la frecuencia de transicion del sistema que hay que
compensar. Para ello, se propone el siguiente ejemplo de disefio, donde se desea un margen de fase de
45° para el sistema definido por la ecuacion (5.18) y donde se utiliza el compensador PD de la figura
5.15 con 1/a=10 rad/seg. Luego, se disefiard& un compensador sobre la siguiente funcién de
transferencia (planta mas compensador PD) :

10@? 1
1080

G(9= o [{0I5 (5.36)

S(s+6)(st18) % 1@? 1@

La funcién de transferencia del compensador Pl que se ha de disefiar es :

D(j) :k@
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Fig. 5.17 Diagrama de Bode en mddulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) con el compensador Pl de la ec.
(5.25) y el compensador PD de la fig. 5.15 para 1/a= 10 rad/seg. El margen de fase es de 65 grados.
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Fig. 5.18 Respuesta frecuencial en modulo y fase del sistema descrito por la funcién de transferencia (5.36).

Para obtener un margen de fase de 45°, considerando que el remanente de fase para @t H°s de
aplicando la ecuacioén (5.20) se debe cumplir :

0G(jw) = ~180P+MFy + 6 = — 125
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Observando la respuesta frecuencial, fig. 5.18, de la funcién de transferencia (5.36), se obtiene que la
frecuencia deo= 6.8 rad/seg es la que tiene -125° de fase, por lo que se disefiara el compensador Pl
para que esta frecuencia sea la nueva frecuencia de transicion, teniendo el compensador que atenuar
los 2.26 db que hay en moédulo para esta frecuencia:

ID(j0)|ny/q = —226db= 200gk, O  k,=077

Ademas, como por criterio el cero del compensador Pl se debe colocar a una década de la nueva
frecuencia de transicion, el valor de la ganancia integral sera:

| ~

L = 0.68rad/seg. O ki =05236

1
a Kp

=

Segun el disefio efectuado, la funcién de transferencia del compensador PID es :

Gpin(9) = 05236 0%+ )@%@ (5.37)

La respuesta frecuencial del sistema compensado, ec (5.37), se muestra en la figura 5.19. La respuesta
temporal, C1(t), del sistema sin compensar, ec. (5.18), junto con la respuesta temporal, C2(t), del PID
mostrado en la figura 5.17 y del PID propuesto en la ec. (5.37), C3(t), se muestran en la figura 5.20.

40 T | ——— — -112°
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‘ o MF =51°| " W N
20F - - e N e
Ve oo . ‘ e N
~
- o N
-401 ‘ “Hu‘o ‘ ‘Hl ‘ “““2-1800
10 10 10 10

Frecuencia (rad/seg)
Fig. 5.19 Respuesta frecuencial en modulo y fase del sistema compensado segin el PID de la ec. (5.37).

Tal como se observa en la figura 5.20, la respuesta temporal C3(t) es mas rapida que C2(t), puesto que
el disefio del PID obtiene una frecuencia de transicion de 6 rad/seg, bastante préxima a la frecuencia
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de transicion del sistema original, C1(t). La respuesta temporal C2(t) tiene menor sobreimpulso al
tener un mayor margen de fase, MF=65°.

Amplitud

16 cim T

12 - - - AN e e R

08F - ft -/ N e -

0.4

T

Frecuencia (rad/seg)3

Fig. 5.20 Respuesta temporal frente a una entrada escalon unitario para el sistema sin compensar, C1(t), ec.
(5.18), para el PID de la figura 5.17, C2(t), y para el PID propuesto en la ec. (5.37), C3(t).

5.8 Compensacion en adelanto de fase

El compensador en adelanto tiene la caracteristica de introducir un cero y un polo en el sistema a
compensar, con una separacion que depende de un pardrdetdisefio. La funcién de transferencia
normalizada del compensador en adelanto es :

s+=
D= - TS . 7 T 0 gy (5.38)
E(9) 1+aTs 1
S+—
aT
. 1+ jwr
D(jw)=a——— 5.39
(j) 1+ joaT ( )

En esta funcion de transferencia se puede observar como el polo del compensador estéd siempre situado
a una frecuencia mayor que la posiciébn del cero, estando el cero y el polo del compensador
distanciados por una separacién que depende del vatorEtela figura 5.21 se puede ver el efecto

gue tiene en frecuencia el compensador en adelanto, observandose como afiade fase al sistema y afecta
al modulo de la respuesta frecuencial, incrementandolo en aquellas frecuencias que estan por encima
de la posicion del cero del compensador. Por tanto, el compensador en adelanto se empleara
directamente en mejorar el margen de fase del sistema que se desea compensar.
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Fig. 5.21 Respuesta frecuencial de un compensador en adelanto con el cero situado en 1 rad/seg y el polo en 10
rad/seg & = 0.1). La atenuacién en médulo debido al faatono se ha considerado.

En la figura 5.21 se observa como el compensador en adelanto afiadira fase al sistema,,siendo
maxima cantidad de fase que el compensador puede afadir. A esta capyjdask le denomina

"maximo desfase", siendo un dato importante en el disefio del compensador, pues como criterio de
disefio se situar®,, en la nueva frecuencia de transicion, tratando asi de afiadir la maxima cantidad

de fase posible al margen de fase del sistema compensado.

Es importante, pues, determinar la frecuencia en que se produce el maximo desfase y el valor que
adquiere en funcién de la situacién del cero y del polo del compensador. Este analisis se realizara
mediante el diagrama polar del compensador en adelanto, cuya expresion es :

1+ (wT)?

D(jw) = a 5 O [arctg @T) -arctg ¢a T) (5.40)

1+(waT)

Im

o
Pm
3 (1-0)
/w=0 ,w=00

0 a 1 Re

K— 3 (1+a) —)

Fig. 5.22: Diagrama polar de un compensador en adelanto.
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Realizando un andlisis asintético de la ec. (5.40) :

w-0 0 D(jw) -~ a O Q°
W — O D(jw) - 10 0°

Desarrollando la parte real e imaginaria de la ec. (5.39) se puede llegar a la expresion de un circulo,
fig. 5.22, cuyo centro esta situado en el eje real em)(24 con un radio de valor @)/2.

A partir del diagrama polar de la figura 5.22, puede determinarse la expresion del maximo desfase
®m que se produce en la frecuencig,, en que la fase del diagrama polar del compensador es

méaxima :
_(1l-a)/2 _1-a
sen @y, = =
(1+a)/2 1+a
1-a
= - 5.41
Pm arcsenl+a ( )

La frecuenciaw,, esta en una posicion intermedia entre la posicién del cero y la posicion del polo del

compensador en adelanto, fig. 5.21. Teniendo en cuenta que la escala frecuencial del diagrama de
Bode es logaritmica se puede deducir:

Wm (5.42)

1
TV

Para que la fase afiadida por el compensador en adelanto sea lo mas efectiva posible, como criterio de

disefio es preciso qu®,, coincida con la nueva frecuencia de transicion del sistema compensado;,

por ello es necesario conocer el efecto en médulo que tiene el compensador en adelanto a la frecuencia
intermediaw,, . A partir del mddulo de la ecuacion (5.40) para w,,, Se obtiene :

P30 e, =Vt (5.43)

Con la ecuaciones (5.39), (5.41), (5.42) y (5.43) se esta en disposicion de realizar el disefio de un
compensador en adelanto. No obstante, el compensador atenla la respuesta frecuencial en médulo del
sistema, debido a que el factode la ec. (5.39) es siempre menor que la unidad, lo que implica un
deterioro en el error en régimen estacionario del sistema. Esta atenuacién puede evitarse con una
implementacion electrénica adecuada del compensador. Si el compensador se implementa con una red
pasiva, se puede conectar ésta a un amplificador de gananaie thanera que la atenuacion quede
eliminada. De esta forma, al evitar la atenuacion, las ecuaciones de disefio del compensador (5.39) y
(5.43) pasan a ser:

. D(jw 1+l

Da(jw) = ((i )=1+J.JwT (5.44)
. 1

|Da(Jw)|w:wm :\/a (545)
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Ejemplo 5.2

Se desea disefiar un compensador en adelanto para el sistema definido por la ecuacion (5.18), con el
fin de conseguir un margen de fase de 45°.

1080

S (9= (oo 19

Tal y como aparece en la figura 5.10, el margen de fase de este sistema eg d@3Mfy la
frecuencia de transicion es dg, 4= 6.4 rad/seg.

Para conseguir un margen de fase de 45°, el compensador en adelanto debera incorporar un desfase
maximo @, en la nueva frecuencia de transicion del sistema compensado de:

®m = MFg = 0G| (j0g gp) (5.46)

El problema de hallaxp,, reside en que el valor de la nueva frecuencia de transicion es todavia
desconocido y, en consecuencia, no se puede tener un valor exacto de la fase del sisgefpalen

Unica solucion estriba en efectuar una estimacion de la fase sabiendg guestara siempre situada

por encima dawg g,. Segun la figura 5.23, en la estimacion de la fase debe considerarse la pendiente
de la curva de fase emq g, por lo que la fase en la nueva frecuencia de transicion se podra tomar
como -180+ ME mas una cantidad estimativa de la pérdida sufrida en grados, "remanenteftie fase

debido a la pendiente negativa de la curva de fase. El valor del remanentetdéeiasel estimarse,

siendo habitual asignarle 5° si la pendiente es suave, o 12° si, por contra, la pendiente es fuerte. Es
conveniente que la estimacién se realice en exceso, de manera que exista margen para subsanar el
posible error cometido en el disefio.

ZGa(jw)
MFq I
_1800 :
gy Wb \
Fig. 5.23.

El maximo desfaseyp,, , a la nueva frecuencia de transicion sera :

®m = MFy —MF,+0 (5.47)
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Tomando un remanente de fdsde 12°, por considerar una pendiente alta en la curva de la fase, fig.
5.10, de la respuesta frecuencial del sistema que se desea compensar:

QO =43-23+12= 34
Despejando de la ecuacion (5.41) se obtiene el valor:de

_1-senqg,

= 0 o=02827 (5.48)
1+sen @,

Con este valor, como debe cumplirse la relacion:
IDa(iwm)| +|G La (jooy Olb)| =0db para  wmy =Wy 4y (5.49)

Sustituyendo (5.45) en (5.49), se obtiene:

G La (109 a»)| = -20l0g —— = ~548db (5.50)

Ja

Luego, la nueva frecuencia de transicion sera aquella que en el médulo de la respuesta frecuencial del
sistema sin compensar, ec. (5.18), tenga un médulo de -5.48 db. A partir de la figura 5.10 se deduce,
de forma aproximada, que esta frecuencia corresponde con 9 rad/seg, pasando a ser la nueva
frecuencia de transicién. El valor del cero y del polo del compensador en adelanto, se obtienen
utilizando la ec. (5.42) :

1
Wy, =——= =Wy 4, =9 rad/ seg
m T\/a 0db
. 1 1
De donde: —=478 y —=1992
T Ta

La expresion del compensador en adelanto es :

D, (jw) = 3537337478 (5.51)
s+19.92

En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.24, se observa como el margen de fase
obtenido en el sistema compensado es de 43°, dos grados por debajo de la especificacién de 45°. Este
error es debido a que la pendiente en torno a la frecuencia de transicion del sistema sin compensar es
mas fuerte de lo estimado, por lo que se debia haber tomado un mayor valor de remanerfle de fase

La respuesta temporal del sistema compensado en adelanto, C2(t) fig. 5.25 , es mas rapida que la
respuesta del sistema sin compensar, C1(t), ya que tiene una mayor frecuencia de transicion.

En definitiva, el compensador en adelanto mejora la estabilidad relativa, puesto que aumenta el
margen de fase. El compensador incrementa la frecuencia de transicion y, en consecuencia, incrementa
también la velocidad de respuesta del sistema. No obstante, debe tenerse en cuenta que un
compensador en adelanto tiene un efecto paso-alto en frecuencia, lo que conlleva a un incremento del
ruido en el sistema.
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Fig. 5.24 Diagrama de Bode en modulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) con el compensador en adelanto
de la ec. (5.51).

Se debe ir con cautela cuando se pretende conseguir un maximo desfase cuyo valor esté por encima de
los 60°, ya que el valor que adquieres muy pequefio, lo que implica una separacion excesiva entre

el cero y el polo del compensador. Esta situacion incrementa mucho el ruido del sistema, puesto que la
frecuencia de transicion aumenta demasiado y el cero del compensador se sitla cada vez mas cerca de
las bajas frecuencias, conllevando efectos no deseables en el control del sistema. Una posible soluciéon
consiste en utilizar varios compensadores en adelanto idénticos conectados en cascada, de forma que
la compensacion quede repartida de forma igual entre los compensadores y, por tanto, la separacion
entre cero y polo no ha de ser tan grande como en el caso de un Gnico compensador.
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Fig. 5.25 Respuesta temporal frente a una entrada escalon del sistema compensado en adelanto C2(t) y del
sistema sin compensar C1(t).

5.9 Compensacion en retraso de fase

Un compensador en retraso de fase es bastante parecido a un compensador Pl y su disefio se realiza de
forma similar. El compensador en retraso de fase sitlla un polo y un cero en frecuencia, con una
separacion que depende de un parametro de dsdfigpolo del compensador tiene la caracteristica

de estar ubicado a una frecuencia menor que la posicion del cero. La expresion normalizada de la
funcion de transferencia del compensador es :

1
S+
DS = Fo = p = . p>1 (552)
(9 By, 1 1+BTs
BT
oy 1+jowr
D(Jw)——lﬂ.w{3T (5.53)

En la figura 5.26 puede verse como también el compensador en retraso en frecuencia, al igual que el
compensador PI, resta fase al sistema. Ademas, decrementa el modulo de la respuesta frecuencial, por
lo que disminuye la frecuencia de transicion del sistema compensado y, en consecuencia, ralentiza la
respuesta temporal.
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Fig. 5.26 Respuesta frecuencial de un compensador en retraso con el polo situado en 1 rad/seg y el cero en 10
rad/seg = 10).

El compensador en retraso de fase debe disefiarse situando el cero por debajo de la frecuencia de
transicion del sistema compensado, de manera que el compensador reste la minima cantidad de grados
posible sobre el margen de fase del sistema compensado. La mejora del margen de fase por parte del
compensador en retraso es debida a la reduccién que causa en la frecuencia de transicién del sistema
compensado, puesto que atenda el médulo de la respuesta temporal, y a la caracteristica decreciente de
la curva de fase en la respuesta frecuencial de los sistemas.

El cero del compensador, por tanto, se sitla como criterio de disefio a una década
(Weero =Wy gp/10) 0 @ una octavadfeerp = Wy 4,/ 2) de la frecuencia de transicion del sistema

compensado. El valor del remanente de fass estimativo y depende de la posicién del cero del
compensador. Para una década se toma un remanente de 5 grados y para una octava se toma un
remanente de 12 grados.

Para determinar el paramefadel compensador en retraso es importante conocer la atenuacién que
éste introduce en las frecuencias que estan por encima de la posicion del cero del compensador. Para
ello es necesario hacer un andlisis a nivel asintético del modulo de la respuesta frecuencial del
compensador, fig. 5.27.

Teniendo en cuenta la pendiente asintética de -20 db/déc, fig. 5.27, la posicién del polo y del cero del
compensador, y que el eje frecuencial de la fig. 5.27 es logaritmico, se puede determinar que el
mdédulo del compensador para las frecuencias que estan por encima de la posicién del cero es:

. 1
ID(0)| oy7 = 20|ogE (5.54)
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Fig. 5.27.

Para exponer de una manera clara el disefio de un compensador en retraso, se solucionara el mismo
ejemplo propuesto con el compensador en adelanto, de manera que al final sea posible realizar una
comparativa de la respuesta temporal de ambos tipos de compensadores.

Ejemplo 5.3

Se desea disefiar un compensador en retraso de fase para el sistema definido por la ecuacién (5.19),
para que el margen de fase sea de 45°.

El primer paso en el disefio del compensador consiste en determinar qué frecuencia de la curva de fase
del sistema sin compensar permite el margen de fase especificado, considerando para ello el remanente
de fase del compensador. Posteriormente, se debe situar esta frecuencia como la nueva frecuencia de
transicion del sistema compensado. El compensador puede ubicarse, como criterio de disefio, con el
cero a una década o a una octava, indistintamente, de la nueva frecuencia de transicion. En este caso se
opta por situar el cero a una década, debiendo considerar, en consecuencia, un remaneftdale fase

5°,

Para tener un margen de fase de 45°, la nueva frecuencia de transicién, en la curva de fase del sistema
sin compensar, debe tener una fase :

0G| A (jw) = —180C+MFy +0 = — 180+ 45+ 5= - 130

A patrtir de la curva de fase de la figura 5.10 se observa como, aproximadamente, la frecuencia de 3.3
rad/seg tiene -130°, por lo que se tomara como la nueva frecuencia de transicién para el sistema
compensado. La posicion del cero del compensador sera, pues :

w:
=—0db - 033rad/ seg
10

Weero =

=~

Esta frecuencia serd la nueva frecuencia de transicion si se cumple la misma condicién de la ec. (5.20):

D@ )|, +[Gra (i e, =0 (5.55)
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!‘ T T R
o Sistema sin compensar 1
Sistema compensad
20F - - e s
10" 10° 10" 10°
-90° ‘ T e L T
L T \</7 Sistema sin compensar . . .
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-180°
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-270° e e e
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Fig. 5.28 Diagrama de Bode en mddulo y fase para el sistema de la ec. (5.18) compensado en retraso de fase
con el compensador de la ec. (5.56).

Despejando de esta ecuacion y con la curva de médulo de la figura 5.10, se establece la cantidad de
decibelios que el compensador en retraso debe atenuar :

D05 4v)|,, =[G a (69 )], = ~94 b
Utilizando la ec. (5.54) se obtiene :

. 1 _
Dl e, = log=-9ady 0 p=295

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



322 Teoria de control. Disefio electronico

Con el dato d@ la posicién del polo es :

1 (’JCEI’O
w =—=—=-[0112rad/ se
polo BT B g

La expresion final del compensador en retraso es :

1 _s+033

=— (5.56)
295 s+0112

D(s)
En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.28, se observa como la frecuencia nueva de
transicion no es exactamente 3.3 rad/seg como se pretendia, lo que es debido a las aproximaciones
realizadas y a las imprecisiones en la obtencion de valores de la figura 5.10. No obstante, el margen de
fase obtenido es de 45°, por lo que el disefio cumple con la especificacion proporcionada.

La figura 5.29 muestra como la respuesta temporal del sistema compensado en retraso, C2(t), es mas
lenta que la respuesta del sistema sin compensar, C1(t), puesto que tiene una menor frecuencia de
transicion. En esta figura también se incluye la respuesta temporal del compensador en adelanto de la
figura 5.25, C3(t), de forma que quede claro el efecto de ambos compensadores sobre la respuesta
temporal del sistema.

En definitiva, el compensador en retraso mejora la estabilidad relativa del sistema, puesto que aumenta
el margen de fase. Este compensador decrementa la frecuencia de transicion, ralentizando la velocidad
de respuesta del sistema.

Amplitud

1.6 T T
C1(t) ‘

Cc3()
12 /% N T e .

0.8

T

oal ||/ . . 1

Tiempo (seg)

Fig. 5.29 Respuesta temporal frente a una entrada escal6n del sistema compensado en retraso C2(t), del sistema
sin compensar C1(t) y del sistema compensado en adelanto C3(t).
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5.10 Aplicacién discreta de compensadores frecuenciales

Los compensadores frecuenciales pueden aplicarse a sistemas discretos o que hayan sido
discretizados, realizando las mismas técnicas de disefio expuestas en este capitulo de forma casi
directa. Para ello, debido a que el disefio de los compensadores se ha basado en la respuesta
frecuencial, es necesario conocer la respuesta frecuencial del sistema discreto que se pretende
compensar. En este sentido, una herramienta imprescindible es la "transformada bilineal”", cuya
aplicacion permite pasar el sistema discreto a un plano transformado w, mediante la transformacién
del circulo de radio unidad del plano z. La expresion de la transformada bilineal es:

o

W= (5.57)

—H| N
'_\

Z+

La transformada bilineal debe aplicarse, como transformaciéon o cambio de variable, a la funcién de
transferencia en lazo abierto del sistema discrqtg, (G, abteniendo, asi, la expresion del

equivalente del sistema discreto, A3 ).vCon esta funcion en lazo abierto transformada, se puede

obtener la respuesta frecuencial del sistema discreto y, por tanto, sobre ésta, puede disefiarse cualquier
compensador frecuencial. Una vez terminado el disefio del compensador sélo hay que hacer el paso
inverso sobre la expresién obtenida del compensador, aplicando la transformada bilineal inversa al
compensador y, en consecuencia, obteniendo su expresion discreta. La mejor manera de explicar este
proceso consiste en llevar a cabo un ejemplos ilustrativo.

La aplicacion de la transformada bilineal a un sistema discreto permitird, ademas, utilizar los criterios
frecuenciales ya conocidos sobre el sistema a compensar, como son el margen de fase y el margen de
ganancia, permitiendo, de esta manera, tener también un grado indicativo de la estabilidad relativa del
sistema discreto.

Ejemplo 5.4

Se pretende disefiar un compensador en adelanto de fase sobre el sistema discretizado de la figura 5.30
para conseguir un margen de fase de 60°. En este disefio se impone la restriccion de que la nueva
frecuencia de transicion del sistema compensado no debe superar el valor limite de 2 rad/seg, con el
propdsito de fijar de esta manera una cota al ruido de alta frecuencia que podria introducirse en el
sistema debido al efecto del compesador sobre éste.

Compensador Mantened
Discreto antenedor PLANTA
5 C(s
S s (s+1)

- T=0.01 seg.

Fig. 5.30.
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La funcion de transferencia discreta en lazo abierto de este sistema, para D(z)=1, es :

-Ts
() = TZSL—e 142 H

0 = 7.076010° (21 - 0'93227030 y (5.58)

s sistDE (z-1)(z 9

Sobre el sistema definido por (5.58) se debe aplicar la transformada bilineal, para obtener, entonces, la
respuesta frecuencial de éste y poder disefiar el compensador en adelanto. Aplicando, por tanto, la
transformada bilineal, se obtiene:

G(W) = 6(7),_1-(T/2w = -5916610° (W +120000(W = 200 (5.59)
C1+(T/2w w [{w +1)

La respuesta frecuencial de (5.59) se muestra en la figura 5.31, donde se observa que la fase a la
frecuencia de 1 rad/seg es de -135°, lo que supone que, inicialmente, el sistema tiene un margen de
fase de 45°. Debido a que la nueva frecuencia de transicion del sistema compensado no puede superar
la frecuencia de 2 rad/seg, por el propoésito de acotar el ruido de alta frecuencia como criterio de
disefio, se puede tomar esta frecuencia como la nueva frecuencia de transicion del sistema
compensado, lo que supone que la fase del sistema a considerar en dicha frecuencia es de,
aproximadamente a partir de la figura 5.31, -155°. Luego el compensador en adelanto, para conseguir
un margen de fase de 60° a 2 rad/seg, debera aportar en la curva de fase de la figura 5.31:

®=MFy - (180°+0G(j2) = 60-(186- 158)= 3% (5.60)

Como la nueva frecuencia de transicién en este ejemplo se ha fijado a 2 rad/seg, la forma de disefar el
compensador en adelanto expuesta en el apartado 5.8 de este capitulo no puede aplicarse, por lo que se
disefiara el compensador para que cumpla las especificaciones realizadas.

30 T T !!!!!!‘ T N S B B O T T T T -90°
= © = Fase
S

15r\</ 777777 - - A -1080
0 —+-126°
-15 41440
-30 - q-162°
-45 - {1800
-60 - T - |-198°
10 10

2
0 0
Frecuencia (rad/segll)

Fig. 5.31 Diagrama de Bode en modulo y fase para la funcién de transferencia definida en la ecuacion (5.59).
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El primer paso en el disefio consistird en calcular la posicion del cero del compensador en adelanto
para que la nueva frecuencia de transicion sea, en efectivo, 2 rad/seg. Para ello, observando la figura
5.31, el compensador en adelanto debera subir la curva en modwto2aad/seg, aproximadamente

unos 10 db, es decir, debe cumplirse que:

=0

Wp gp=2

Ga(jW’o db)

o)
Por lo que: Ga(j2) = 10db

Teniendo en cuenta este dato, y sabiendo que el cero del compensador, fig. 5.32, introduce una
pendiente de 20 db/déc, la posicién del cero es :

10 db =20(log 2 - l0@cero)

Weero = % = 0.6324rad/ seg
logw 10

2r
Weero ad/seg Wpolo

Fig. 5.32

Con la posicion del cero establecida, para concluir el disefio, falta por calcular la posicion del polo del
compensador en adelanto. Por tanto, sabiendo que el compensador debe afiadir uga EEealka
frecuencia de transicion de 2 rad/seg, observando el efecto del compensador sobre la curva de fase,
figura 5.33, y conociendo, pues, la posicion del cero, el valor de la posicion del polo del compensador
es:

p=35= arct 02 %— arct%'o—D 2 7 (5.61)
cerolJ polog '

=261rad/seg

1 2

S 2radl 28 Peolo =0 02
rad/seg % _

Wecero Wpolo tharct .63@ 3%

Fig. 5.33.

El disefio termina planteando la expresién del compensador en adelanto, que es:
w
; 0 63+
Ga(jw) = W (5.62)

—+1
261
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30 T T T T T T T T — 1T -80°
b e
1 -120°
e gage
‘ Médulo .
e
-
~
-45 ‘ — -180°
-620_1 o ‘HZ‘I.OO o HHOI ‘O-22000
Frecuencia (rad/seg}

Fig. 5.34 Diagrama de Bode en modulo y fase para el sistema definido en (5.59) con la compensacion en
adelanto (5.62).

En la respuesta frecuencial del sistema compensado, fig. 5.34, se observa como el margen de fase
obtenido mediante compensacién es de 66°, por lo que se supera la especificacion efectuada. No
obstante, se observa que la nueva frecuencia de transicion es de 1.72 rad/seg en lugar de 2 rad/seg, lo
gue es debido a que la posicién del polo del compensador en adelanto, 2.61 rad/seg, esta cerca del
valor especificado de 2 rad/seg, afectando este polo a la curva de médulo en unos pocos db. Este
resultado es aceptable, pues se pretendia que la nueva frecuencia de transicion quedase acotada, para
evitar el ruido de alta frecuencia.

Aplicando la transformada bilineal inversa a (5.62), se obtiene la expresién discreta del compensador
en adelanto:

Ga(2) = G4( jW)|W=2é‘; —41023f"= 0.9937

5 2-09742

La respuesta temporal del sistema discretizado sin compensar, C1(t), y del sistema discretizado
compensado en adelanto de fase, C2(t), se muestran en la figura 5.35.

Tal y como se ha mostrado en este ejemplo, cualquier compensador frecuencial puede aplicarse a
sistemas discretos mediante la aplicaciéon adecuada de la transformada bilineal, hecho que permite
obtener la respuesta frecuencial del sistema discreto, el disefio del compensador en el dominio
frecuencial y la expresién discreta del compensador empleado. La transformada bilineal, pues, es una
herramienta sumamente (til, ya que posibilita el uso de las misma técnicas y conceptos adquiridos en
el disefio de compensadores frecuenciales sobre sistemas discretos.
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Amplitud
4 T

08F - - f
0.6 - ~f- /- - o e .
oal [

020 /i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo (seg)

Fig. 5.35 Respuesta temporal frente a una entrada escalon para el sistema definido en (5.58) sin compensar,
CL1(t), y para el mismo sistema compensado en adelanto, C2(t).

5.11 Problemas

Problema 1

Dado el sistema de la figura :

R
©) 2 Ge(s) = G(s) cle) =

o8 - 200
~ (s+10)[{s+ 20)

Fig. 1

donde: G(s) es la planta y Gc(s) es el control, se requiere que dicho sistema cumpla las siguientes
especificaciones:

- Error estatico de posicion nulo.
- Error estatico de velocidad del 2 % .
- Margen de Fase: M= 25°.

* Control proporcional (P) : Ge(s) = k.

a) Razonar y comprobar analiticamente que con un control proporcional no se cumple la primera
especificacion.
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* Control integral (1) : Gce(s) = kis.
b) Razonar y comprobar analiticamente que se cumple la primera especificacién con este control.
¢) Calcular k para cumplir la segunda especificacion.

d)¢ Qué margen de fase del sistema se obtiene con este control?. ;Se cumple la tercera especificacién?
Indicar la estabilidad absoluta del sistema.
y ot 1)

ki
* Control proporcional-integral (PI) : Ge(9 = kptr—=k
s s

Fijar k al mismo valor que el apartado anterior para lograr el estado estacionario deseado.

e) Suponiendo que el remanente de fase introducido por el control en la nueva frecuencia de transicion
es de 18 calcular el valor dew para obtener el margen de fase deseado.

f) Comprobar si se cumple la hipétesis realizada de un remanente de faSeeddalffecuencia de
transicion del sistema compensado.

Solucién:

a) Debido a que en la funcion de transferencia en lazo abierto no existe ningun elemento integrador, el
error estacionario a una entrada escalén no sera nulo.
2000k

O kp=lim GaA (sFlim ——— =k
s-0 s-0(s+10)J(s + 20)

EBssp=
P 1+kp

b) El control integral introduce un elemento integrador que hace que el error estacionario sea nulo:

Essp= 1 O  kp=lim Ga(sFlim 200k o [ easp=0
1+ kp s-0 s-0s[{s+10)0d(s + 20)

¢) Célculo de k para tener un error estatico de velocidad del 2 % :

essv:iZO.OZ O kv=lim JGaA (sFlim & 2000k =50 O k= 50
kv s=0 s-0 s[{s+10YI(s + 20)

d) De este modo la funcion de transferencia en lazo abierto del sistema resulta:

50
s[00.1s+ 1)J(0.058 1)

GLa(s)=

* Calculo de la frecuencia de transicion: la respuesta frecuencial de este sistema:

|GLA ()|, = 20 log 50~ 20 logo— 20 Icﬁ%ﬂ_‘ - 20 |o%£ 4
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. 0 0
FASH Ga () =-90° - arctg -~ arctg -

De este modo, a partir del diagrama de Bode se puede calcular :

20 log 50-| Ga (q;)bg)b:lo: 20log10 O | @ oq|g))>=10:14 db
14 db~| GA (jo Jab :4OIogE O |Ga()_ =2db
®=20 10 w=20
GXxo
2 db-0 db=60 IogE 0  wo= 216rad/seg
* Célculo del margen de fase:
FASH G (1o0] =-90° - arctg- ~ arctg)) 0 MFo 186° FABEG wj]9-2236 ©

El margen de fase del sistema resulta negativo, por lo que el sistema es inestable.

db
40() : — T T : ————— ] -90°
20 1350
| | | | [ \ | | | | [T
0 1 T ‘ T —— =
~ L
\ i i
AN
NN
o0k - - - - . e U N
20 RIS NN 225
AN
|
40 L NJ-2700
10° 10' o
Frecuencia (rad/seg}

Fig. 2 Diagrama de Bode de la planta con control integral para k=50.

e) Disefio control proporcional-integral (PI) :
La nueva frecuencia de transicion del sistema compensado verifica :

180° + FASKE G@x )+ FASE Gegr )I=MFd 0O  FASE Gf |¥-180° + 10 + 258 = - 148
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La expresion de la fase de la planta es:
FASH QA (ta ) = - arct D arctds 0 w047 rad/seg
ST T)

Para imponer que sea efectivamente la frecuencia de transicion se debe cumplir:
IG(ja)| 4, +|Ge(iax),, = 0dB
A partir del diagrama de Bode:
. _ 47 ) _ Sy
28 db-|G(jur ), = 40log_c U | G@x ),,=1316 db O | Gaf |), =-1316 db

Célculo de la posicion del cero del control :

0db-(-1316dh= 2dogwx O  wo= 455rad/seg

S, :SOE‘%"55+1)
S

(db)
60 -45°
- -90°
' q-135°
—-180°
T 1
-20 N . | -225°
-1 0 1 2
10 10 10" Frecuencia (rad/segi'O

Fig. 3 Diagrama de Bode del sistema compensado con un PI.

f) Para que los célculos efectuados sean vdlidos se debe garantizar que la fase del control en la
frecuencia de transicion sea mayor qué.-10

o3 o o 47 P
FASE[ Ge(px j =-90 - arctg(; =-90- arct%E_) 055
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Problema 2

Dadas las siguientes funciones de transferencia en lazo abierto de sistemas con realimentacion
negativa unitaria, tal como el que se muestra en la figura :

R(s) + , C(s) k
Gi(s) = a)GU9 =—; t2(9 =
- S

5 [(st]

€)G3(9 = d)G4(s = 53
S

Fig. 1 s[{st])[{s+0H

El valor de k puede ajustarse en un margen de valores comprendidos entre 0.1<k<10. Se dispone de
redes de compensacién para estabilizar el sistema, en el caso de que lo precisen, en adelanto y en
retardo de fase, estando en ambos casos el polo y el cero espaciados una década. Disefiar la red de
compensacién mas adecuada en cada uno de los casos para lograr un marger3@é, fabeeniendo

el valor de k méximo (dentro de los limites preestablecidos) para el cual puede realizarse dicha
compensacion. Determinar la frecuencia de transicion del sistema compensado.

Solucién :

a) Con G( ¥ no es posible realizar una compensacion en retardo de fase porque la fase de la planta es
de -180. Y la fase que introducira un compensador en adelanto de fase es :

(1-010

M-al
qm:arcsirEl—aE: arcsi%l—oﬁz 54.9
+a +0,

Luego la frecuencia de transicién :

|Gl(jw)|+20|ogia:0db 0 |Gy(jax)=-10 db

Ja

verificandose -180+ 54.9 > -180 + 3, con lo cual el sistema queda compensado para cualquier
valor de k; en concreto los valores de ky T deben validar la ecuacion:

1

JoT

b) La funcién G( $ no es compensable en retardo de fase. La compensacién en adelanto de fase
ofrece el siguiente resultado :

- 40log +20logk =-10db

MF, =MF, —@n+$=30°-54P + 5=-199 0O [OG,(juo)=- 1999

luego: -180° —arctguo=-1999 O o= 0362
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Asintoticamente el valor de k e®0logk — 40log 0362= db 00 k=0.131, que es el valor de k
méaximo para el que se puede realizar la compensacion.

La frecuencia de transicion resulta:

|Gz(jm)|+20|ogi:0db 0 |Gz(jux)=-10 db
o

o

-40logwx + 20logk=-10db 0O w=wn= 0643 O T=4.918
¢) La funcion G( ¥ se puede compensar en adelanto y en retardo de fase :

« Compensacion en adelanto de fase:

Siguiendo pasos anélogos al caso anterior se obtienen los resultados siguientes :
MF, =MFy -@n+¢$=30°-54F + 12=-129 0O 0OG,(juo)=- 1929
luego : -90° - arctguro — arctgto=-1929 0 wo= 09

Asintéticamente el valor de k eg0log 2 - 4009% =-6db O k=0.8119 , que es el valor de k

méaximo para el que se puede realizar la compensacion.

La frecuencia de transicion resulta:

|G3(jw)| + 20|ogia =0db O |Gj(jw)=-10 db

N
. 1 .
20log 2 + 6db~ |Ga(jw)| _, = 4009& 0 [Gs(jw)| ., =-17893
-60logwx =10db-17893db O «w=wm= 137 O T=2.3082

« Compensacion en retardo de fase:

OG3(jax) =-180° + MFd+0=-18F + 30+ $=- 148
luego : -90° —arctgux — arctga =-145 0O  w= 036

Por criterio : O = ad T=2777

«
10

=~

|Gg(j(u)|+20log%:0db O |Gs(jux)=20 db

20db - (20logk + 6db) = 2(10@;(?—'356 0 k36085
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d) El sistema @ )tiene una fase de -2%@or lo que no es compensable ni en retardo ni en adelanto
de fase.

Problema 3

Se desea disefiar el compensador del sistema de la figura para satisfacer las siguientes
especificaciones:

1. Error estatico de posicion del 5 %.
2. Margen de fase: MFd=25

Compensador PLANTA

R(s
+ -

C(s _
—»| D@) || G(2) ) _4.757138]104|IkE(z+ 09512295

T G Z) =
(z-0.9512295(z— 09048374

Fig. 1 Sistema de control.
a) Calcular k para obtener un error estatico de posicion del 5 %.

b) Deducir el periodo de muestreo sabiendo que el sistema sin compensador (D(z)=1), y con la k
calculada en el apartado anterior, presenta una respuesta transitoria con un tiempo de establecimiento
de 0.8 seg. a una entrada escalon.

c¢) Calcular el nimero de muestras por ciclo de la respuesta transitoria a una entrada escalén (D(z)=1).

Sabiendo que la transformada bilineal de la planta resulta:

-5.94010* [w + 800166y (w—- 200

G(w) =
(w+5) {w+10

d) Calcular el margen de fase y la frecuencia de transicion del sistema sin compensar.

e) Disefar el compensador (D(z)) mediante el método que proporcione mayor frecuencia de transicion
para obtener un margen de fase dt 45

Solucioén :
a) Calculo de k para tenessg=5 %.

kp=1"%P_19  kp=ImG(x)=19 O k= 95
Essp z-1

b) Célculo del periodo de muestreo.
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Puesto que con D(z)=1 y k=95 la respuesta transitoria al escalén de entrada tiene ts=0.8 seg.

Por otra parte, los polos en lazo cerrado en plano Z se encuentran en:

1 4757138710° [k [{z+ 09512295 0
(z-09512295[(z- 09048374
O  22=090545 j 102895864

0 Z-18109%Z+ 0903% O

Transformacion del plano Z al plano S:

H e ™" [tosuT)= 090545
~°T [Sen T )= 02895864

e =/(090545% +( 0289586 [ T= .001

z=€" =" [Jeos@u T)+ jTsen@uT]) O

c¢) Célculo del niumero de muestras por ciclo:

tg(exdT) = %4 O wl=0309551 O (wd= 30955rad/seg.
ws 2/ T .
—= = 20.3muestras por ciclo.
wd wd

d) Conociendo la transformada bilineal de la planta se puede calcular el margen de fase y la frecuencia
de transicién del sistema sin compensar. Normalizando:

19D w 1DD w L
+ —_——

_ &001667 H:Bl 200

Glw) = Ov O0w O

+1 +1
b 1
Frecuencia de transicion:

. 10 wto
|G(jow)|,, = 20l0g 19~ 20|ogE =19575db O 19575db- 4(Dogl—o =0 db 0 wwo=30858

Margen de fase:

FASH G jowto)] = - arctg% - arctgmﬂ - arctg% =-1616
5 10 200
MFo = 180" + FASH q jowto)] = 184

donde no se ha considerado el efecto en fase del cexe=8001.667.
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45 -
-909
-135¢

-180

-2259

-2604 s L
10° 10t 10

2 103
Frecuencia (rad/se&)o

Fig. 2 Diagrama de Bode del sistema compensado.

e) El método que proporciona mayor frecuencia de transicion es el de compensacion en adelanto.
Desfase maximo a introducir por el compensador :

l_
@n=MFd-MFo+12° = 45° - 184 + 12= 386 [ ser‘(pn:ﬁ 0 a=02315

Nueva frecuencia de transicion 20|og% + |G(j°°”‘)|db =0db O |G(j(°”‘)|db =-6.3542 db
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105758+ 63542ib= 4bg>" 0 =444 rad/segam=—— [0 —=2136
10 JaT T
Compensador :
-1
200"~ +2136
D(z) = 43oV 2136 D(z) = 43203 zt% _ 432213612~ 17864
W +9226 200"t + 9226 29226z - 10774
z+1
Problema 4

El disefio de sistemas de control con realimentacién en la industria se realiza empleando en mas
ocasiones los métodos de respuesta frecuencial que cualquier otro método. La razén principal es la
facilidad con que se puede usar la informacién experimental para propésitos de disefio.

De un sistema industrial Unicamente se conoce su respuesta frecuencial a través de medidas
experimentales; esta respuesta frecuencial se representa en el diagrama de Bode de la figura siguiente:

40 T

30 X A -90°
20 g

10 - 1350
0 -

-10 —-180°

-20 SN =

-30 }-2250

:

50l o 270°
10 10

Frecuencia (rad/seg)
Fig. 1

Para reducir la sensibilidad de este proceso industrial, se considera el sistema realimentado siguiente:

R(s) + e C(s)=

Fig. 2

Se desea controlar este sistema para lograr cumplir las siguientes especificaciones:
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1. Error estacionario de velocidad 20 %.
2. Margen de Fase de 45°.

A partir de respuesta frecuencial de G(s):
a) Indicar el valor del error estacionario de posicién. Razonar la respuesta.

b) Comprobar que se cumple la condicion de error estacionario de velocidad sabiendo que la fase de
G(jw) permanece valiendo -90° al disminuir la frecuencia por debajs @&l rad/seg.

Nota: Descomponer la funcién de transferencia como:

Kis
B(S) E%-'- %1%”%4- %m

c¢) Obtener graficamente el margen de fase del sistema.

Dado que el margen de fase es menor que el margen de fase deseado se plantea una compensacion en
serie:

R
S Gc(s) = G(Ss) cE) =

Fig. 3

d) Disefiar el compensador en retardo de fase para lograr el margen de fase deseado. (considérese un
remanente de fase introducido por el compensador de 5° en la frecuencia de transicion).

e) Disefnar el compensador en adelanto de fase para lograr el margen de fase deseado.

El estudio de sistema de control en el dominio frecuencial permite interpretar facilmente la
sensibilidad del error estacionario respecto variaciones de pardmetros del sistema. En concreto se
demuestra que el disefio para errores en estado estacionario aceptables, se puede considerar como la
colocacion de un limite inferior en una ganancia de frecuencia baja del sistema.

Por otra parte se deben considerar los efectos de ruidos y resonancias a alta frecuencia, para evitarlos
se debe mantener baja la ganancia a altas frecuencias. Por ello se consideran dos nuevas
especificaciones :

* Se deben reproducir (en lazo cerrado) entradas sinusoidales de hagtsed cad un
error de amplitudk 12.5 % respecto a la amplitud de la sefial de entrada.

* Se deben atenuar (en lazo cerrado) entradas sinusoidales mayores/aeglemrada salida
de una amplituck 5 % de sus valores de amplitud de entrada.
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Una condicién "suficiente" para cumplir las especificaciones con respecto a las entradas senoidales es
gue la gréafica de mddulo caiga fuera de las regiones sombreadas de la figura siguiente:

0 Magnitud (db)

-25.5

101 102
Frecuencia (rad/seg)

Fig. 4

f) Comprobar que el sistema compensado en retardo de fase no cumple con alguna de estas
especificaciones. Razonar la respuesta.

g) Comprobar que el sistema compensado en adelanto de fase no cumple con alguna de estas
especificaciones. Razonar la respuesta.

h) Disefiar el compensador en retardo de fase que permite obtener el mayor margen de fase posible
cumpliendo estas especificaciones. (Considérese un remanente de fase introducido por el compensador
de 5° en la frecuencia de transicion).

i) Disefiar el compensador en adelanto de fase que permite obtener el mayor margen de fase posible
cumpliendo estas especificaciones.
Solucién :

a) Error estacionario de posicion : mediante la respuesta frecuencial se observa que la fa3esle G(j

de -90° para: < 0.1 rad/seg, lo cual implica que la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto
tiene un polo en origen que darad un caracter integrativo al sistema, responsable de la anulacion del
error estacionario de posicion.
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Polo en origert]  k;, = IimOG(s): o [ ep= 1+1k =0
s p

b) Error estacionario de velocidad: la expresién del error estacionario de velocidad viene dada por:

&S\,:i a K,-I|m 1G(sklim E}-Eﬁﬁ—ll A(S)

ky s-0 s B(s) s-0B(s)
O sOd 0§ s0O
AP Raara:
ky =Ilim ()—I|mKD 1 =K
s-0B(s) s~=0 O sO O s0O
o+ —0--g+—O0
O b0 0 by

Como no hay ninguna singularidad por debajo de 1 rad/seg, resultara que, asintéticamente, la ganancia
en =1 sera:

|G(joo)|db’ w =20logK=20db O kK= 10

Nos ofrecen la curva real; asi pues, se debe verificar que la hipétesis asintética se verifica. Para ello
Unicamente se ha de observar que entr8.1 rad/seg w=1 rad/seg hay efectivamente una diferencia
de 20 db's; de este modo se verifica que la aproximacion realizada es correcta.

El error estacionario de velocidad cometido sera:

ky, =K=10 O esv:ki:10%< 20 %

\
Con lo cual se verifica el cumplimiento de la especificacion de error estacionario.

c) Para obtener graficamente el margen de fase del sistema se debe observar previamente la frecuencia
de transicion de la curva real de moddulo del sistema en lazo abierto. Esto sucede para

Wi 06 rad / seg v la fase obtenida &ASH G(uo )| 0-162°

Margen de faseMFo = 180% FASE G(o )= 18°

d) Se debe disefiar el compensador en retardo de fase para lograr el margen de fase deseado de 45°,
por lo que en primer lugar se ha de calcular el valor de la frecuencia de transicién del sistema
compensadouf). Para esta frecuencia se cumplird :

FASH G(x ) = -180% MR+ 5% - 180° 43° 5°- 130°

donde se ha considerado un remanente de fase, introducido por el compensador, de 5°.
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Graficamente se obtiene que para -130° la frecuencia esxx (03 rad/seg.

Para esta frecuencia se debe cumplir:  |G(jw)|,, +|Ge(jw)|,, = O db.

Graficamente: |G(jay)|,, 09 db
9db+|G (), = 0db; 20 Ioé =-9db O p=281838

Por criterio, se debe situar el cero del compensador una década por debajo de la frecuencia de
transicion, pues se ha considerado un remanente de fase de 5°.

1 w 1
wc=—=—=0.3rad/seqg; wp=—=0.1066
T 10 BT
1+i
0.3 1 s+0.3
Compensador de retardo: Ge(9 = = E
1+ > 281838 5+0.1066
0.1066

e) Disefio del compensador en adelanto de fase para lograr el margen de fase deseado : se debe
calcular en primer lugar cuél es el desfase a introducir por el compensador en adelanto. Para ello se
considera una variacion de fase del sistema en lazo abierto de, aproximadamente, 12° al aumentar la
frecuencia de transicidn del sistema por efecto del propio compensador. Debido a que la fase tiende
ansintéticamente a - 270°, se debe considerar que el valor que adquirird sera importante.

1- 1-se
9 g G_—ncpm

=MFy —MF_,+12°= 453+ 18- 12= 39; se =— = =0.2275
Om d o] P, 1+0Q 1+sen<pm
Frecuencia de transicion :
. . . 1
IG(ja)|, +[Ge( jo)| 4, = O dbj; | Glix)|,, = 20 log—=-6.43 db
Ja
Graficamente : |G(jw)|y, =—643db O wxO 9rad/seg

1 1
O wc:?:\/amm =4.2927 rad/ seg ; wp:—Er:18.869rad/seg
o}

S
42927 _ 1 DS+ 4.2927

1+ > 02275 s+18869
18869

1+

Compensador en adelanto: Ge(9 =

f) La compensacion en retardo disminuye la frecuencia de transicion del sistema, asi pues, es
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previsible que si la compensacion es un poco forzada (separacion entre el polo y cero del compensador
relativamente grande), la atenuacion producida sobre el médulo de la funcion de transferencia en lazo
abierto haga caer la ganancia en lazo abierto dentro de la zona no permitida a bajas frecuencias. Para
ello se debe calcular cual es la atenuacién producida por la red en retardo para la frecuencia en la cual
la ganancia del sistema en lazo abierto sin compensar es menor. Esta frecoendaad/seg.

Atenuacién producida por el retardo de fasecenl rad/seg : teniendo en cuenta que el cero y el polo
de la red compensadora se hallan por debajo de esta frecuencia, se puede decir que asintéticamente la
atenuacion producida en= 1 rad/seg sera :

|Ge( jox)| y, = 20Iog% =-9db

Ganancia del sistema compensado en lazo abierto=ed.:

|Gia (jax)] 4, =20 dB- 9 db= 11 dB 16.9 db

donde 20 db es la ganancia del sistema en lazo abierto sin compensar, como se puede observar
graficamente. En conclusién, no se cumple la condicién de bajas frecuencias.

g) En cuanto a la compensacion en adelanto, sabiendo que ésta se caracteriza por aumentar la
frecuencia de transicion del sistema; es previsible que, para un desfase introducido relativamente

grande, la ganancia del sistema en lazo abierto compensado caiga dentro de la zona no permitida de
altas frecuencias. De este modo, para verificarlo, se debe calcular la ganancia introducida por la red

compensadora en adelanto a la frecuencia en la cual la funcién de transferencia en lazo abierto

presenta mayor ganancia, y esta frecuencia=e80 rad/seg.

Ganancia introducida por el adelanto de fase er80:

Observando que la frecuencia= 30 esta por encima de las frecuencias del polo y del cero de la red
de adelanto; asintéticamente la ganancia introducida=80 sera :

|Ge(jw)| 4, = 20 |og§ =12.86 db

Ganancia del sistema compensado en lazo abierto=e30:

|GLa (jw)| ,, = —32 db+ 12.86 dix — 19.14 db- 25.57 db

donde -32 db es la ganancia de sistema en lazo abierto sin compensar, que se obtiene graficamente. En
conclusién, no se cumple la condicién de altas frecuencias.

h) Dadas las especificaciones iniciales, no es posible lograr una compensacion idénea en retardo de
fase; para cumplir el margen de fase deseado, no se puede cumplir la condicién de ganancia a bajas
frecuencias, de este modo se tiene un compromiso entre ambas especificaciones. La solucién tomada
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en este ejercicio es la de dar prioridad a la precisiébn (en este caso medida como variaciones de
ganancia a baja frecuencia) sobre la estabilidad (medida a partir del margen de fase del sistema). Con
este criterio se debe disminuir la atenuacion producida por la red en retardo para cumplir la condicién
de bajas frecuencias, lo que causa un acercamiento de polo y cero de la red y, en conclusién, un
aumento de la frecuencia de transicion y una disminucién del margen de fase sobre el caso idéneo.

Se tiene el mayor margen de fase posible cuando se consigue la maxima atenuacion posible mediante
la red en retardo de fase. La maxima atenuacion posible de esta red es :

|Ge(jar)|y, .y =20 db+ 16.9 di= - 3.1db0 20 Ioé =-31db O p= 1.4289
Calculo de la frecuencia de transicion :
IG(jox)|y, +|Ge(j), =0db O | G@a ), = 3.1db

Graficamente se observa que la frecuencia de transicion es :  « 04.5 rad/seg.

Se debe considerar que el cero del compensador se halla una década por debajo de la frecuencia de
transicion :

1 1
wc=—=—=045rad/seg; wp=—=0.3149
T 10 BT
1+ S
0.45 1 s+0.45
Compensador en retardo : Ge(9 = =
1+ s 14289s+0.3149
0.3149

Calculando el margen de fase obtenido :
FASE[ Q ja)] 0-150° (graficamente) O MF =180°+FASH G(r)|-5°02%

i) En este caso no se puede cumplir simultdneamente las especificaciones de ganancia a altas
frecuencias (necesaria para eliminar ruido) y de estabilidad (calculada a través del margen de fase);
siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, se tiene un acercamiento entre cero y polo
de la red compensadora en adelanto (necesario para que la ganancia introducida a altas frecuencias
disminuya) que provoca un desfase introducido menor y, en conclusion, causa una disminucién de la
frecuencia de transicion y del margen de fase sobre el caso idéneo.

El mayor margen de fase posible se consigue cuando se tiene la maxima ganancia permitida en la red
en adelanto de fase :

|Ge( jux)|,, ==-25.57 db+ 32 db 6.46 db 201319: 6.43db O a= 0.47698

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



5. Disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial 343

Calculo de la frecuencia de transicion:

IG(jw)], +[Ge(jax)|,, =0 db O | GGa)|,, = -20log— = - 3.215 db
[of

o

Graficamente la frecuencia de transicionwesl 7 rad/seg.
1 1
w=tm=—-— 0 u)c:?:\/al]lm:4.8344 rad/ seg oqo:—_rzlo.135 rad / seg
a

S
48344 1 DS+ 48344

S 0.47698 s+10.135
10135

1+

Compensador en adelantoGe(s) =

Calculando el margen de fase obtenido :

FASHG(jux)] 0-168° (graficamente) ~MF =180% FASE Gx )+ qm

sencpn:i;—g O @en=2074°, MF= 180°rFASE[G(jwt}+(pn: 180 168 20748 3274
Problema 5

En la figura 1 se muestran el esquema de control, y su diagrama de bloques correspondiente, de un
deposito de agua. Debe observarse que, con el objetivo de mejorar la estabilidad relativa del sistema y
eliminar el error en estado estacionario de posicion, se ha utilizado un control proporcional-integral.

h: nivel del liquido.
ge: caudal de entrada.

gs: caudal de salida.

En las figuras 2 y 3 se trazan los diagramas de Bode del sistema en lazo abierto para las situaciones:

« Sistema sin control Pl: Ge(s)=1.

« Sistema con control Pl: Ge(s)=kp+ki/s.

Accionador: conjunto de bomba y motor que alimenta al depésito.
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Orificio de Salida

0.00
Control PI Accionador gs
r(t) + G . 0.2 qe+ ) 1 h(t)
eral do | c(s) (55+1)(50s+1) 5s
Referencia Deposito
Fig. 1
60 —— ; ————— 0°
- {450
-~ 900
0 —-135°
-20 -180°
e . ] -2020
-3010'4 10° 107 o’
Frecuencia (rad/segjj

Fig. 2 Diagrama de Bode del sistema de la figura 1 sin control.

a) Determinar parambas situaciones
a.l) El error en estado estacionario ante una entrada de referencia escalon unitario.

a.2) El margen de ganancia y el margen de fase; asi como las frecuencias de pas® yobd €80
respectivamente.

b) Calcular los parametros kp y ki del control proporcional-integral utilizado.
c) Dibujar el diagrama polar palas dos situacionepara ello rellenar la tabla 1.

d) Dibujar el diagrama de Nyquist paxmbos casqsaplicando posteriormente el criterio de Nyquist.
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w IG(Wlyp | Fase[G(w)]| Re[G({w)]| Im[G(jw)]
0.0001
0.0005
0.001
0.005
0.01
0.05
0.1
Tabla 1
60 - -90°
Medulo -
H-113°
- -1350
——{.1580
~1-180°
.30 ~ Nl-202.50
10* 10° *

] 1
10 Frecuencia (rad/seg)0

Fig. 3 Diagrama de Bode del sistema de la figura 1 con control PI.

A continuacion, se desea estudiar el efecto de la valvula del caudal de entrada sobre la respuesta del
sistema. Dicha valvula posee Unicamente dos posiciones presentando la caracteristica de un relé sin

histéresis, proporcionando el diagrama de bloques que se muestra en la figura 4.

Sefial de

r +

Orificio de Salida

h(t)

0.002r*
Referencia control P! Accionador Vélvula gs
0.0 | ge, 1
G [T Esrnsos+n)| | —fo.02 55
Deposito
Fig. 4
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Se define la funcién descriptiva de un elemento no lineal como la relacion que existe entre una sefial
senoidal en su entrada y el primer arménico (arménico fundamental del desarrollo en serie de Fourier)
gue se obtiene a su salida, como se muestra en la figura 5.

Arménico fundamental
de la salida.

M .
Asert Msen(ut+6) Funcion descriptiva:N(A) = " el

Fig. 5

h Sefial de entrada

AWA o=
VRVEAVE 1=

En el caso de un relé sin histéresis la funcién descriptiva

b Sefial de salida

resulta:
: 4%
N(A)=——
— A
. Primer arménico de la salida Debe notarse que la funcion descriptiva es funcion de la
/N /\ amplitud de la sefial senoidal a la entrada del elemento no
VRV VAR lineal (A).

Fig. 6

Sabiendo que el resto de armonicos generados por el elemento no lineal son filtrados por el sistema de
control permitiendo el diagrama de bloques de la figura 7 en régimen permanente senoidal.

+ Asernot h()
Ge(j) Gi(jw) N(A) G (jow)

Ref=0

Fig. 7

e) Determinar la funcién de transferencia en dominio frecuencial H(jw)/R(jw). Determinar la ecuacién
caracteristica del sistema en dominio frecuencial.

f) A partir del diagrama polar del sistema con control proporcional-integral :

f.1) Representar en dicho plano la funcion F(A)=-1/N(A) para A=0.001, 0.002, 0.003, 0.004.
(d=0.02)
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f.2) Determinar el punto de interseccion entre el diagrama polar y la funcién F(A). Calcular la
amplitud (A) y la frecuencia de la oscilacién generada por el relé sin histéresis. Razonar la
respuesta.

g) ¢ En esta situacion, qué tipo de accidn de control seria la mas idénea?. Razonar la respuesta.
Solucioén :

a.l) La determinacién del error estacionario para el sistema sin control puede resolverse a partir del

diagrama de Bode proporcionado; para ello tnicamente debe observarse que el moédulo de la funcion

de transferencia en Lazo Abierto permanece constante e igual a 40 db para frecuencias por debajo de
104, de este modo el valor de kp=100, lo cual proporciona un errq{sgelé(1+100):0.01, esto es,

se tiene un error estacionario del 1%, aproximadamente. Obviamente, se puede obtener la misma
conclusién a partir de la funcién de transferencia en lazo abierto:

0.2
kp=lim =100
s-0 (5s+1)(50s+ )( 5+ 000p

1 1
€ssp= = =0.01
1+kp 1+100

Por otra parte, el error estacionario de posicion al introducir el control proporcional-integral es nulo,
como bien indica el enunciado del problema, dado el caracter integrativo que se introduce al sistema
(adicidn de un polo en origen en la funcion de transferencia en lazo abierto).

a.2) Para obtener el margen de ganancia y el margen de fase, asi como las frecuencias de paso por -
180° y 0 db, respectivamente, Unicamente debe observarse los diagramas de Bode proporcionados y
realizar la tabla siguiente:

Sistema sin control PI| Sistema con control PI
Frecuencia de paso por 0 dh.  0.025 rad/seg 0.014 rad/seg
Margen de Fase. 340 48°
Frecuencia de paso por -18( 0.065 rad/seg 0.06 rad/seg
Margen de Ganancia. 15db 22 db

b) Célculo de los pardmetros kp y ki del control proporcional-integral utilizado:

Para resolver este apartado debe recordarse que el control proporcional-integral se encuentra siempre
por debajo de la frecuencia de transicién del sistema compensado (en eacte@84d rad/seg). De

este modo se puede observar en esta frecuencia cudl es la atenuacion que introduce el control PI; dicha
atenuacion es igual a 8 db, con lo que se obtiene :

20logkp=-8db O kp= Q4
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Por otra parte, debe verificarse cual es el remanente de fase introducido por el control Pl sobre la
frecuencia de transicion, observando que es, aproximadamente, de unos 8° con lo cual puede
considerarse que el cero introducido por la red compensadora se encuentra una década por debajo de

la frecuencia de transicion:

w= =% _go01drad/seg O ki 56710°
kp 10

En conclusion, la red compensadora Pl es:

560107
Ge(9 = 0.4+ ———

¢) Para trazar el diagrama polar es necesario medir médulo y fase en el diagrama de Bode y expresar
el complejo en parte real y parte imaginaria (lineal).

Observando en diagrama de Bode para el sistema sin control Pl se obtiene la siguiente tabla :

w [G(W)lyp | Fase[G(w)]| Re[G(w)] | Im[G(jw)]
0.0001 40 -140° 97 -24.2
0.0005 36 -540 37 -51

0.001 32 -70° 13.6 -37.4
0.005 18 -101° -1.5 -7.8
0.01 12 -115° -1.7 -3.6
0.05 -10 -170° -0.3 -0.05

0.1 -23 -194° -0.07 0.02

Con el control PI se obtiene la siguiente tabla :

w [G(W)lyp | Fase[G(w)]| Re[G(w)] | Im[G(jw)]
0.0001 60 -102 -190 -981
0.0005 38 -129 -44 -66

0.001 28 -128 -15.5 -19.8
0.005 10 -118 -0.47 -0.9
0.01 3 -128 -0.8 -1.17
0.05 -20 -170@ -0.1 -0.017

0.1 -32 -19%8 -0.024 -0.006

En las figuras 8 y 9 se muestran los diagramas polares obtenidos.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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Fig. 8 Diagrama Polar del sistema sin control.
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Fig. 9 Diagrama Polar del sistema con control PI.

d) Para trazar el diagrama de Nyquist debe trazarse el simétrico del diagrama polar respecto al eje real,
asi como realizar una semicircunvalacion de radio infinito en sentido horario debido al polo en origen
introducido por el Pl en lazo abierto.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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Aplicando el criterio de Nyquist, se determina la estabilidad absoluta; observando que no existe
ningun rodeo al punto -1+j0 en el diagrama de Nyquist, siendo, de este modo, ambos sistemas
estables, como era de prever, a partir del margen de fase y margen de ganancia obtenidos

Eje imaginariol

anteriormente.

60

4of - - - - -

20f- - - - -

Fig. 10 Diagrama de Nyquist del sistema sin control PI.

40 60 80
Eje real

Eje imaginario

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,

Eje real
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100

Fig. 11 Ampliacion del diagrama de Nyquist del sistema con control Pl alrededor de -1+ jO .
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Fig. 12 Diagrama de Nyquist del sistema sin control PI.

e) Se desea estudiar el efecto sobre la respuesta del sistema de la adiciéon al mismo de un elemento no
lineal; para ello debe obtenerse la funcion de transferencia en dominio frecuer&R ), asi
como la ecuacion caracteristica del sistema siguiente :

* Asenwt h(t)

Ge(jw) Gi(jw) N(A) G2(jw) =

Ref=0

Fig. 13
Funcién de transferencia en lazo cerrado:

C(jy) _ _ Ge(jo) [B1(jw) IN(A) (G 2(jw)
R(jo) 1+ Ge(jw) [G1(jw) IN(A) [G2(jw)

Ecuacion caracteristica:

1+ Ge{ jw) [B1( joo) IN(A) Bjw) = 0 0 1+GLa(jo)N(A)= 0 [ GA(jm):—ﬁ

f) A partir del diagrama polar del sistema con control proporcional-integral :

f.1) Representar en dicho plano la funcion F(A)=-1/N(A) para A=0.001, 0.002, 0.003, 0.004.
(d=0.02).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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Para estos valores se puede formar la siguiente tabla:

A=0.001 A=0.002 A=0.003 A=0.004
F(A) -0.0322 -0.07854 -0.1178 -0.15768
1 A
donde : F(A)=——=—"—
N(A) 400

Como conclusion, se puede indicar que el trazado de F(A) en el plano corresponde al semieje real
negativo, obteniendo diversos valores en funcién del parametro A.

f.2) De este modo, el punto de interseccién entre las dos curvas corresponde a la solucién de la
ecuacion caracteristica, obteniendo de este modo una respuesta oscilatoria de amplitud A y frecuencia
de oscilacién propia del punto del diagrama polar. El calculo del punto de intersecciéon es muy simple
porque, al encontrarse sobre el eje real, puede obtenerse a partir del margen de ganancia:

MG =22db O ; =00794 0 HA)=-007940 A=0.002022
MG(lineal)

La frecuencia de oscilacion es0.06 rad/seg (frecuencia a la cual se mide el MG).

g) En conclusién, dada la aparicion de una no linealidad, no es (til la adicién al sistema de una accién
integradora, porque la respuesta final contiene una componente oscilatoria; de este modo es preferible
la utilizacién de un control proporcional-derivativo ya que proporciona una buena estabilidad relativa

y una mayor velocidad en la respuesta temporal.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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6. Realizacion electronica de sistemas de control

En este capitulo se pretende abordar la forma de llevar a la practica todos aquellos conceptos que se
han estudiado en los capitulos anteriores acerca del disefio de los distintos sistemas de control, es
decir, se dara una perspectiva general de la tecnologia propia de los sistemas electrénicos de control.

Para realizar este estudio se ha tratado de evitar descripciones demasiado detalladas de los
componentes en constante evolucidn, y también se ha tratado de demostrar que un mismo problema
puede resolverse por distintos procedimientos. Asi pues, si bien se han analizado los desarrollos mas
adecuados a las técnicas modernas (electronica digital, instrumentacion virtual, etc.), tampoco se han
olvidado las técnicas mas clasicas, como puedan ser las técnicas analégicas.

6.1 Circuitos analogicos

6.1.1 Introduccién

Existen diversas posibilidades de llevar a cabo un sistema de control mediante electrnica analdgica,
ya sea mediante complejos circuitos a base de transistores y componentes discretos, o bien, mediante
circuitos integrados disefiados especificamente para llevar a cabo una accion de control.

En este apartado se analizara un caso intermedio, es decir, no bajaremos al nivel del transistor, ni
estudiaremos circuitos integrados especificos, sino que los sistemas de control que se veran, estaran
disefiados de forma sencilla y seran de simple construccion. Para ello se hara uso de las caracteristicas
del amplificador operacionalun componente formado a base de diversas etapas de transistores y de
uso muy extendido, por lo que su precio es moderado, ademas de ser de uso sencillo en el disefio de
circuitos, comparado con los circuitos formados por transistores discretos.

Este amplificador se denomina operacional, ya que puede utilizarse para realizar diferentes
operaciones con las sefales eléctricas (adicion, derivacion, integracion, ...), pudiendo servir
igualmente como amplificador de un sistema de control.

6.1.2 El amplificador operacional

Un amplificador operacional es un amplificador diferencial de corriente continua que posee una
elevada ganancia. Su uso es habitual en configuraciones de circuitos que disponen de caracteristicas
determinadas por redes externas de realimentacion.
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La funcion de transferencia de cualquier circuito electronico es, como ya se vio en capitulos
anteriores, la relacién entre la funcién de salida y la funcion de entrada. Para un amplificador de
tension, la funcién de transferencia o ganancia viene determinada por la expresion:

AV =— (61)

La mejor aproximacion para el disefio de circuitos es suponer que el amplificador operacional es ideal,
lo que permite realizar el célculo de la funcién de transferencia de forma mucho mas sencilla. Con
posterioridad al disefio inicial, se deberan comprobar las caracteristicas no ideales del amplificador
operacional para determinar cdmo afectan al circuito. Si los efectos no son importantes, el disefio
estarad completo; en otro caso, se necesitara realizar un disefio adicional.

La figura 6.1 representa el circuito equivalente simplificado de un ampliador operacional (AO). El
modelo consiste en una impedancia de entradaoiectada entre dos terminales de entradga Ws.

La etapa de salida esta formada por una fuente de tension controlada en serie con una resistencia de
salida R conectada al terminal de salida. La diferencia de tensién entre los dos terminales de entrada
provoca un flujo de corriente a través de R tensién diferencial es multiplicada por A, la ganancia

del AO, para generar la tension de salida.

° Vo

Vo

Fig. 6.1 Circuito equivalente de un amplificador operacional (AO)

Para simplificar los célculos de disefio, deberemos asumir las siguientes caracteristicas para un
amplificador operacional ideal:

- Ganancia en lazo abiertos=

- Impedancia de entradg R

- Impedancia de salida,R 0

- Ancho de banda = (respuesta en frecuencia infinita)

-V, =0 cuando Y=V, (tension de salida siffse}

Esta Ultima caracteristica es muy importante. La figura 6.1 muestra,gué; ¥ V/A. Si V, es finita
y A es infinita (tipicamente £) entonces Y- V; =0y V; = V,. Ya que R, la impedancia diferencial



6. Realizacion electrénica de sistemas de control 355

entre \{ y V,, es elevada, y V= V,, es posible despreciar la corriente gnEstas dos suposiciones
son muy utiles en el disefio de circuitos con amplificadores operacionales. Podemos resumirlas en dos
reglas basicas:

- Regla 1: Cuando el amplificador operacional trabaja en su zona lineal, las dos entradas presentan
la misma tensidn (caracteristicaatetocircuito virtua.

- Regla 2: No existe circulacion de corriente a través de los terminales de entrada al AO.

Cuando los AO se representan en diagramas circuitales, no se utiliza el simbolo de la figura 6.1, sino
el que podemos observar en la figura siguiente.

+

Fig. 6.2 Simbolo circuital del amplificador operacional

6.1.3 Circuitos basicos con amplificadores operacionales

En los apartados siguientes supondremos que el amplificador operacional es ideal, lo que nos permitira
obtener una serie de circuitos Utiles. En muchos de los circuitos, los amplificadores operacionales se
utilizan en configuraciones de lazo cerrado. Las redes de realimentacion del AO reducen la ganancia y
afiaden al operacional caracteristicas muy Utiles.

6.1.3.1 Amplificador inversor

La figura 6.2 muestra el circuito amplificador inversor béasico. Este circuito se usa en una gran

variedad de aplicaciones, incluyendo la instrumentacién. La impedancia de realimentacién, en este
caso R, permite que el amplificador inversor disponga de un ancho de banda amplio y una impedancia
de salida reducida.

Resulta sencillo calcular la ganancia o funcién de transferencia de este circuito, ya que, como hemos
considerado en la regla 2, por las lineas de entrada al AO no circula corriente, luego la entrada no
inversora esta a un potencial de 0 V. Por la regla 1, o del cortocircuito virtual, la entrada inversora
debe tener también un potencial de 0 V, asi que, a efectos practicos, el terminal inversor esta
conectado a masa.
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Ri
—ANMW—
R2 Ir
+o—/\/\/\/\, >
Ii 5

Fig. 6.3 Circuito inversor basico

La ley de Kirchoff indica que la suma de todas las corrientes entrantes y salientes de una unién debe
ser cero. Por la regla 2, no existe corriente entrante al AO, luego:

li+lr=00 li=-Ir (6.2)

Ya que la parte derecha ded®ta a potencial de masa (0 V), y la parte izquierda esta a Vi, por la ley
de Ohm, li = Vi/R. Utilizando el mismo razonamiento, Ir = Vg/RSustituyendo estos valores en la
ecuacion (6.2) obtenemos:
i R
Vi__ Vo  Vo_ Ry

-— — (6.3)
R2 Rl Vi R2

El circuito, como vemos, invierte la sefial de entrada, y la ganancia del amplificador inversor es por
tanto -R /R,.

El rango de comportamiento lineal del circuito viene determinado por las tensiones de alimentacién.
La figura 6.4 muestra que el circuito se satura para una tensién de alimentatidn\deuando Vo
excede la tension de saturacion Vs, que es tipicamentSdé.

a Vo
T+Vs

-Vs ¢+

Fig. 6.4 Caracteristica entrada-salida del inversor
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Cualquier incremento en Vi no provoca ningun cambio en la salida. Para la mayoria de amplificadores
operacionales, la variacion maxima de la tension de salida dentro de la zona lineal es alrededor de 4 V
menor que la diferencia entre las tensiones de alimentacion.

La impedancia de entrada del amplificador inversor es normalmente baja. Ya que el terminal inversor
esta esencialmente a masa, la impedancia de entrada vista por la sefidhe®Rentando R la
impedancia de entrada puede aumentarse, pero esto redunda en una disminuciéon de la ganancia
disponible. La ganancia puede elevarse aumentand@eRo existe un limite practico del valor
maximo de R

6.1.3.2 Amplificador no inversor

La figura 6.5 muestra el segundo circuito basico del AO, el amplificador no inversor. Por la regla 1,
tenemos Vi tanto en la entrada no inversora como en la inversora. Por la regla 2, Ir debe circular a
través de Rhacia masa, ya que el AO no puede absorber corriente. Por la regla del divisor de tension:

R,V Ry +R R
vi=2Vo 5 Vo _RitRp g, Ri

- Ra¥o 5 Mo (6.4)
R1+R2 Vi R2 R2

Vi

%2

Fig. 6.5 Amplificador no inversor

En el amplificador no inversor, la ganancia del circuito es positiva y siempre mayor o igual que 1, y la
impedancia de entrada es muy elevada, aproximadamente infinita.

Vi e +
—o Vo

Fig. 6.6 Amplificador de ganancia unidad o seguidor de tensién
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entrada.

6.1.3.3 Amplificador sumador
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Si en el amplificador no inversor suponemos la resistenciafiRita y R; = 0, el circuito se reduce al

de la figura 6.6. Por la regla 1, Vi debe ser la tensién que tengamos en la entrada inversora, que esta

conectada directamente a Vo. De esta forma Vo = Vi, con lo que la tensién de salida sigue a la de

puede conectarse a la entrada inversora a través de una resistencia de ponderacion.

Un inversor, por las caracteristicas del AO, puede sumar diversas tensiones de entrada. Cada entrada
Ri I,
Vi —— AN

+
+
%R
De esta forma:

Vo

|||}—‘|)I

Fig. 6.7 Amplificador sumador
Teniendo en cuenta que:

Ir=l+L+ ..+

La figura 6.7 representa un amplificador sumador basico. Como en el amplificador inversor, la tension
L=Vi V2.
TRy 2Ry

en la entrada inversora debe ser igual a cero, ademas de que la corriente entrante al AO debe ser nula.
— Vn
Vo

Ya que la entrada inversora esté a tension cero, Vo = -Rr-Ir. Por sustitucion

(6.5)

(6.6)

O
La resistencia de realimentacidon Rr determina la ganancia global del circuito. Las resistgritias R

..., Ry, determinan los factores de ponderacion y las impedancias de entrada de los respectivos canales.
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6.1.3.4Integrador

El integrador es un circuito electrénico que genera una salida proporcional a la integral de la sefial de
entrada. La figura 6.8 muestra un integrador analégico simple. El condensador C esta conectado entre
la entrada inversora y la salida. De esta forma, la tensién en bornes del condensador es ademas la
tension de salida.

C
— |
—>
Ir
I
~ +
Vi Vo

]

La tension en bornes de un condensador viene determinada por la expresion:

R

R
- Ti )

|||}—/\/\/\/\,—

””_1.

Fig. 6.8 Integrador analégico

1t
Ve =EIO|C(t) dt+vic (6.7)

donde i (t) es la corriente a través del condensaddres, el tiempo de integracion y es la tension
inicial del condensador. Para Vi positiva, li = Vi/R. Dado que Ir = li y debido a la inversion:

-1t
Vo = R.[Ow dt (6.8)

Esto demuestra que Vo es igual a la integral negativa de la tensién de entrada, en el intervalo de
integracion, escalada por un factor de ganancia 1/RC.

Si realizamos la transformacion de Laplace de la expresién (6.8), suponiendo condiciones iniciales
nulas, podremos obtener la funcion de transferencia de este circuito.

Vo(9) _ -1

Vi(s) RCs (6:9)

6.1.3.5Derivador

El amplificador derivador ofrece una sefial de salida proporcional a la variacion temporal de la sefial
de entrada. La figura 6.9 nos muestra un circuito derivador simple, donde la corriente a través del
condensador viene determinada por la expresion:
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o~ AVi()
i (t) =C— (6.10)

Si dVj(t)/dt es positiva,;{t) circula a través de R en una direccion tal que genera una tension Vo
negativa. De esta forma:

Vg (t) = —RC% (6.11)
R
— AMA—
C Ir
o I >
+
Ii —

Fig. 6.9 Circuito derivador

Si ahora realizamos la transformada de Laplace de la ecuacion (6.11), suponiendo condiciones
iniciales nulas, podremos obtener la funcién de transferencia de este circuito.

= -RCs (6.12)

6.1.4 Sistemas de control con amplificadores operacionales

En el apartado anterior se ha demostrado la capacidad del amplificador operacional para llevar a cabo
toda una serie de funciones analdgicas con las sefiales. Esta versatilidad de accién, nos proporciona un
medio sencillo de implementar los sistemas de control que hemos podido estudiar a lo largo de los
capitulos anteriores.

6.1.4.1 Control proporcional

Aprovechando la caracteristica del amplificador inversor que se ha visto en el apartado 6.1.3.1, es
posible implementar un control de tipo P, ya que, como recordaremos, su funcién de transferencia no
€s mas que una constante.

MO _

6.13
E(9 (6.13)
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La funcion de transferencia de un amplificador inversor es, como podemos comprobar por la ecuacion
(6.3), una constante determinada por la relacion entre la resistencia de realimeniagiota R
resistencia de entrada.FEl ajuste de la constante de proporcionalidad K del control P podria llevarse

a cabo facilmente variando la relacion entre las resistencias del amplificador.

Vemos que, segun (6.3), existe una inversion de signo de la sefial de salida con respecto a la de
entrada. Esto puede ser facilmente solucionado mediante la incorporacién de una segunda etapa
amplificadora inversora, pero con sus resistencias ajustadas a una ganancia unidad, como se puede
observar en la figura siguiente. La doble inversién de signo implica que la sefial de salida tendréa el
mismo signo que la de entrada.

+o

R
—WW Ri
+

Verr

Vm

1l|
||||—/\/\;/'>/\,—
||||—/\/\;/'>/\,—
+
'II}—l

Fig. 6.10 Control proporcional

El circuito de la figura 6.10 tendra como funcién de transferencia:

Vin(® _ Ry _

= 6.14
Verr(8) Rz 619

6.1.4.2 Control proporcional-integral

El control proporcional-integral, como ya se vio en el tema 3, esta formado por la unién de la accion
proporcional y la accion integral.

En los apartado anteriores se ha demostrado que es posible conseguir ambos tipos de acciones
mediante amplificadores operacionales: la accién integral, mediante un integrador analégico, y la
accion proporcional, mediante un amplificador inversor.

Para unir ambas acciones, se puede hacer uso del circuito sumador visto en el apartado 6.1.3.3, que,
como demuestra la ecuacion (6.6), ofrece a su salida una sefial producto de la suma ponderada de
todas las sefales de entrada.

En la figura 6.11, podemos observar una configuracién tipica de este control.
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1
A
\
L

W

NNV
C
Verr R

-
\
1

Fig. 6.11 Control proporcional-integral

En el circuito de la figura anterior, la funcion de transferencia viene dada por:
V() _ Rz [

10 0O 1

0= K+ —0n

Verr() Rz 0 RiCxg o TisO
donde la constante de tiempo integral Ti:€R

(6.15)
como se vio en el tema 3.

Como vemos, la ecuacion (6.15) se corresponde con la funcion de transferencia de un control PI, tal y

ya que el propio sumador provoca una segunda inversion de signo.
PID.

Hay que hacer notar que, en este caso, no ha sido necesaria una segunda etapa inversora para
compensar el cambio de signo de los amplificadores que constituyen las etapas integral y proporcional,

De la misma forma, y haciendo uso de una etapa derivadora en lugar de una integradora, podria
construirse un control de tipo proporcional-derivativo, y si combinamos las tres etapas, un control
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6.1.4.3 Detector de error

El detector de error es un dispositivo encargado de generar una sefial de error e(t), resultado de la
diferencia entre la sefial de referencia r(t) y la sefial realimentada de la salida. Esta sefial de error e(t)
sera la que inyectemos al control para obtener la accién de control m(t) adecuada que corrija dicho

error.

Mediante el uso de amplificadores operacionales, resulta sencillo llevar a cabo la construccion de un
detector de error, como podemos observar por la figura siguiente.

R

NMVV

Verr

Fig. 6.12 Detector de error

A partir de la regla 2, es posible asegurar que no va a circular corriente hacia el AO por su entrada no
inversora, luego la tensién en este punto vendra determinada por el divisor de tension que existe entre
Vet Y Masa.

R V
vtV = Tef 6.16
ref R+R 2 ( )

Por la misma razon, la tensién en la entrada inversora dependera Unicamente delas tgnsianes V

_ Ve V
VT =V, 0O R +Ver 3 R__Ye Ver
R+R R+R 2 2

(6.17)

Haciendo uso de la regla 1, que implica un cortocircuito virtual, las tensiones en la entrada inversora y
la no inversora deben ser iguales, asi que, igualando (6.16) a (6.17) obtenemos:

Verr =Viet ~Ve (6.18)

Este detector de error puede utilizarse, conjuntamente con los controles adecuados, para cerrar el lazo
en un sistema de control completo, como puede verse en la figura 6.13.
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Fig. 6.13 Sistema de control en lazo cerrado
La funcion de transferencia del control PID vendra dada por la expresion:
V() Ry U 0 [ O
_m() =4 A+ 1 +R,Co5 Klfpj.+i+TdSD (6.19)
Venr() Rz O RiCys o o Ths 0O
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6.1.5 Aplicaciones no lineales de los amplificadores operacionales

Hasta el momento hemos trabajado con los amplificadores operacionales bajo el supuesto de que
operaban en su zona lineal, ademas de bajo condiciones de idealidad.

En apartados anteriores se ha comentado que los AO disponen de una zona de saturacién cuyo limite
vendra impuesto por las tensiones de alimentacion. Estas zonas de saturacion, lejos de resultar
problematicas, pueden ser convenientes para el disefio de algunos tipos especiales de control.

6.1.5.1 Control si-no

Un controlsi-no o todo-nadaesta formado basicamente por un comparador. Este es un circuito que
compara dos tensiones de entrada y genera una salida relativa al estado de los dos terminales de
entrada. La figura 6.14 (a) muestra un circuito comparador basico.

AVo

+Vs

Vi e - Vref
o

Vref o + Vi

(a) (b)

Fig. 6.14 (a) Comparador simple. (b) Caracteristicas de transferencia

Dado que no existe impedancia de realimentacion, el AO opera en lazo abierto. Una entrada puede
conectarse a un potencial de referencia, mientras que la otra es la entrada desconocida. La salida del
comparador indica si la sefial de entrada incognita estd por encima o por debajo del nivel de
referencia. En la figura 6.14 (a), la tension de referencia esta conectada a la entrada no inversora,
mientras que la sefial a comparar se aplica a la entrada inversora. Cuando Vi > Vref, la tension de
salida Vo pasa a ser -Vs, la tension negativa de saturacion. En cambio, para Vi < Vref, Vo = -Vs.
Siempre es posible intercambiar las entradas para invertir las salidas.

Una posible aplicacién de este tipo de control es como termostato en un sistema de calefaccién.
Mediante la conversidn temperatura-tensién adecuada, podemos comparar la temperatura ambiente
con una temperatura de referencia. Si la temperatura ambiente se encuentra por debajo de la de
referencia, el estado del comparador cambia, activando la calefaccion. En caso contrario, debera
desactivarse.
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6.1.5.2 Control si-no con histéresis

Un problema que existe con los controgsio simples, es que, si Vi es una sefial ruidosa, Vo
fluctuara rapidamente entre +Vs y -Vs. Una solucion a este problema es la introducciéon de una
realimentacion positiva mediante la conexion, a través de una resistencia, de la salida con la entrada no
inversora.

AVO  Vrefr (Vs-Vref)-R,
Vs RR,
Vi = ‘ /
—o V( . >
N ¢ Vref | Vi
-Vs
Viefo—AMA, AW
R2 Ri
+ .
Vref- (Vs+Vref) R,
R+R,
(@) (b)

Fig. 6.15 (a) Comparador con histéresis. (b) Caracteristicas de transferencia

Si suponemos como estado inicial Vo = +Vs, esto implica qiiee V™. V

V7 =Vi O
O _ (Vs— Vief )R>
. R, R, OO0 Vi<Vyg+i—o—i™ (6.20)
VY =VsE—5—+V o B——[] Ri+R3
R1+R; Ri+Ro
Si ahora suponemos Vo = -Vs, esto viene a indicar qle<V ™. V
VT =Vi O
O . (VS+ Vl’ef)RZ
. R, Ry, 00 Vi>Vg—torr™ (6.21)
V¥ =-VsO—~5—+V o I——[] R1+R;
R1+R> Ri+RaQ

Estos dos valores de Vi, son los que determinaran el ancho del ciclo de histéresis, como puede
observarse en la figura 6.15 (b).
6.2 Realizacién del control discreto mediante microprocesador o microcontrolador

El controlador o compensador discreto aplicado sobre un sistema G(s) se ha representado, tal como
muestra la figura 6.15, mediante un muestreador, un mantenedor de datos y el control discreto mismo,
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D(z). En realidad esta representacion ha sido un modelo util con el que poder realizar el disefio del
controlador o compensador con el objetivo de cumplir una serie de especificaciones determinadas.

Controlador o Compensador Discreto

Muestreador Control Mantenedor Planta
R(s) + m(kT) Ts| C(s)
= D(2) 1€ o G(s -
et el 6)
- T
Fig. 6.15

Una vez realizado el disefio del controlador discreto, su implementacion se puede llevar a cabo
mediante un microprocesador, un procesador digital de sefial @M@ Signal Processgro un
microcontrolador, cuya eleccion no es sencilla debido a los costos de las herramientas de soporte
hardware y software imprescindibles en el desarrollo de un sistema basado en microprocesador, en
microcontrolador o en DSP.

Controlador o Compensador Discreto

Bloque Microprocesador

‘ Planta
‘ m(KkT) Conversor Adaptacion| | C(s)

- R(s) ﬁ HP ﬁ D/A > de sefial + —e— G(S) -
‘ Actuadores| .
‘ + memoria ) ‘
+ E/S ian]
Conversor Adaptil(:lon j

K A/D < de sefial + —=
Sensores |
# Sefial de sincronismo

(Periodo de muestreo T)

La figura 6.16 muestra el diagrama de bloques basico para la realizacién de un controlador o
compensador discreto. En esta figura se pueden distinguir : un bloque microprocesador, conversores
analdgico/digital (A/D) y digital/analogico (D/A), bloques con adaptacién de sefial, actuadores y
sensores, y una sefial de sincronismo que establece el periodo de muestreo T del sistema de control. En
este diagrama de bloques, el control D(z) lo realiza el microprocesador mediante la ejecucién de un
algoritmo discreto, por lo que es imprescindible que el microprocesador tenga una memoria que
albergue este algoritmo, aunque también debe disponer de algunos periféricos de entrada/salida (E/S)
gue hagan de interfaz con los conversores A/D y D/A, y ademas es importante que tenga uno o varios
temporizadores que le permitan generar una sefial de sincronismo con la que tener un periodo de
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muestreo T preciso.

El microprocesador, la memoria, los periféricos de E/S y la generacién de sincronismo se han
agrupado en lo que se denomina como "bloque microprocesador” de la figura 6.16. La entrada R(s), si
es analdgica, se debe convertir a una entrada digital, puesto que se debe utilizar por el
microprocesador, aunque R(s) puede ser una entrada interna, es decir, R(S) puede ser una secuencia de
cambios a seguir impuesta por el programa del microprocesador. Los actuadores que se pueden utilizar
en el sistema de control vendran determinados por la constitucién de &, ptan&smo ocurre con

los sensores, que seran los adecuados a la magnitud de la salida C(s) del sistema.

El diagrama de bloques de la figura 6.16 se debe implementar con un microprocesador,
microcontrolador o con una DSP. En la actualidad, la implementacion mas costosa de realizar es la
de un microprocesador, puesto que requiere que se le afiada practicamente todos los dispositivos
gue estan incluidos en la figura, es decir, se debe implementar, aparte de los actuadores, sensores y
la adaptacion de sefial, que son inherentes al microprocesador, microcontrolador y DSP, memorias,
periféricos de E/S, temporizadores para realizar el sincronismo y los conversores A/D y D/A;
mientras que la realizacién con un microcontrolador o una DSP es mas sencilla por llevar
incorporados dentro del mismo circuito integrado la mayor parte de los periféricos mencionados,
incluyendo los conversores A/D y D/A. Este hecho hace que la implementacion de sistemas de
control discreto se efectlie con las DSP o con los microcontroladores disponibles en el mercado
electrénico, debido a que simplifican enormemente tanto el hardware a emplear como los costos de
desarrollo de la aplicacion.

En cuanto a los microcontroladores, existe una gran variedad de modelos y fabricantes distintos
en el mercado actual, lo que en principio puede suponer una dificil elecciéon para el disefiador.
Segun la figura 6.16, es importante que el microcontrolador escogido sea lo mas completo
posible, con el propésito de simplificar al maximo la circuiteria necesaria en la implementacion
del control. El microcontrolador es conveniente, pues, que incorpore la memoria necesaria para
el programa desarrollado como para los datos que ésta maneja, capacidades de entrada/salida
(E/S) suficientes para enviar datos al conversor D/A como para recibirlos del conversor A/D,
varios temporizadores para sincronizar y habilitar los conversores empleados y algunas lineas de
E/S de propésito general.

Cada fabricante dispone, dentro de una variada gama de modelos, de algin microcontrolador que se
ajusta a estos requisitos. Por ejemplo, Intel dispone de varias gamas o familias de microcontroladores
de 8 y de 16 bits que cumplen con estos requisitos. Estas familias son la MCS-51 de 8bits y la MCS-
96 de 16 bits, aunque el fabricante dispone de una nueva familia la MCS-251 de 8 bits que representa
una mejora y actualizacién de la MCS-51.

La familia de microcontroladores MCS-51 tiene en la linea de los requisitos mencionados las
siguientes caracteristicas

por ejemplo, en un motor de continua el actuador es una etapa de potencia que suministra la corriente al motor.
En un horno de gasoil el actuador podria saceibnamiento de la valvula de combustible, etc.
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- Versiones con 4k o 8kbytes de memoria EPROM y ROM. (87C51FA y 87C51FA).
- Memoria RAM interna (hasta un maximo de 256 bytes)

- 4 puertos de E/S de 8 bits cada uno.

- 2 temporizadores/contadores de 16 bits cada uno.

- 5 fuentes de interrupcidon enmascarables, con 2 niveles de prioridad.

- Salida de Modulacién de Anchura de Pulsos PWM (8XC51FA, FB y FC)

La MCS-51 no tiene conversor A/D ni D/A incorporados, por lo que se deben conectar de forma
externa al microcontrolador. En este sentido, se pueden utilizar los puertos del microcontrolador para
enviar y recibir datos de los conversores A/D y D/A, ademas de las lineas de control para indicar el
inicio de la conversién de datos en el A/D, recepcion de interrupcion cuando el A/D a finalizado la
conversién, extraccion de dato por el D/A, etc. La modulaciéon de anchura de pulsos PWM del
microcontrolador podria emplearse como conversor D/A, aunque sélo seria Utjluensasistemas
especificos. Cabe destacar que los microcontroladores de la MCS-51 también los suministran otros
fabricantes distintos de Infetomo es el caso del fabricante Siemens, que ofrece el microcontrolador
SABB0C515A con las caracteristicas esenciales mencionadas y, ademas, incorpora 2 puertos mas de
E/S de 8 bits, lo que hace un total 6 puertos de E/S, y un conversor A/D de 10 bits. Por tanto, es
posible encontrar la opcién mas adecuada para la aplicacién deseada en cualquier microcontrolador
gue estos fabricantes ofrecen en el mercado.

En la MCS-51 es importante tener en cuenta que, si se utiliza un microcontrolador de la familia sin
memoria EPROM interna donde albergar el programa del sistema de control, se debera emplear
memoria externa con este proposito, por lo que los puertos PO y P2 del microcontrolador deben hacer
las funciones de bus de datos y bus de direcciones, lo que supone la pérdida de estos puerto como
puertos de E/S y, por tanto, se debe utilizar mas hardware externo para controlar los conversores A/D
y D/A.

Considerando el microcontrolador SAB80C515A de Siemens y que éste incorpora 6 puertos E/S
y un conversor A/D de 10 bits, la figura 6.17 muestra su utilizacién como controlador discreto
de un sistema. El puerto P6 del SAB80C515A esta conectado a un multiplexor analdgico interno,
de manera que cualquier patilla de este puerto de 8 bits se puede emplear como entrada del
conversor A/D. En la figura 6.17 se emplea la patilla P6.0 (patilla O del puerto 6) como entrada
de sefal para el A/D.

En la figura 6.17 se utiliza el puerto P4 por completo, 8 bits, como salida de datos para el conversor
D/A, mientras que el puerto P5 se utiliza para hacer el control del convertidor D/A. Como convertidor

D/S se puede utilizar el circuito integrado DAC0832, que es un convertidor de 8 bits con salida de
corriente diferencial, por lo que necesita de un amplificador operacional para convertir la corriente de

2 Esta familia de microcontroladores también la fabrican Atmel Corporation, Dallas Semiconductor, OKI
Semiconductor, Philips Semiconductors (Signetics), Siemens Components, etc.
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salida en tension de salida. En este convertidor, fig. 6.18, se puede poner las sefhipsseiect

(CS), deinternal Latch EnablgILE) y de Transfer( XFER ) permanentemente habilitadas, de forma
gue la conversién se realiza mediante la habilitacion consecutiva de las sefiales WR1 y WR2. El
circuito pertinente se muestra en la figura 6.18.

SAB80C515
RAM ROM P4 = Salida de 8 bits de datos
256 x 8 8kx 8 P5 = Control de conversién del D/A
1T T Puertos Planta
Adaptacion C(s)
CPU < j‘> P4 [ D/A | de sefial + G(s) >
:| Actuadores
—)| P5 [
Temporizadores :|> PG Adaptacion
- de sefal + -
Ti 2
imer <— MUX TT P6.0 Sensores
Analégico :—J
A/D <—{ S&H
Fig. 6.17
Puerto P4
DACO0832 R2
DIO RFB
DI1
| DI2 IOUT 1 - R1 Vo
‘ B:i |OUT 2—eo—+
DIs L
Puerto P5 B,‘? —
& )
WR1
WR2
ILE
VCC XREF
o VREF
Fig. 6.18

En el sistema de control es necesario generar un periodo de muestreo T con un grado de precision
determinado; con este fin se puede utilizar el temporizador de 16 bits Timer 2 del microcontrolador.
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Este temporizador tiene varios modos de funcionamiento, siendo el modo de "autorrecarga" el mas
adecuado para crear el sincronismo que proporcione la base del periodo de muestreo.

12MHz 1MHz )
_’_| TH2 | TL2 lﬂ?””pc"’”
TR2 N

1—1/_\ |—1_x

|RcAP2H [ReAP2L |

Fig. 6.19

La figura 6.19 muestra el diagrama de bloques del temporizador Timer 2 en modo de autorrecarga.
Los registros del temporizador son TH2 (byte alto) y TL2 (byte bajo), los registros RCAP2H y
RCAP2L son registro de 8 bits donde se almacena el valor de "recarga" del temporizador. El Timer 2
se puede conectar a la sefal de reloj del microcontrolador, que habitualmente tiene un cristal de cuarzo
de 12 MHz. Esta sefial es dividida por 12, por lo que la base del temporizador es una sefial de 1 MHz
de frecuencia. El bit TRZT{mer Run 2 es un bit que esta albergado en uno de los registros que
controlan el modo de funcionamiento del temporizador, y mediante su estado se controla un
interruptor que conecta la sefial de 1MHz al temporizador, de manera que éste comienza a contar
desde el momento que TR2 es activado. Cuando el temporizador esta en funcionamiento, el valor de
TH2 y TL2 va incrementandose hasta llegar a su valor maximo (TH2 = FFH y TL2 = FFH) de
rebasamiento@verflow), lo que de forma automética genera una interrupcion al microcontrolador vy,

al mismo tiempo, se emplea esta sefial para activar la recarga de TH2 y TL2 con los valores de los
registros RCAP2H y RCAP2L, respectivamente. Esta recarga, pues, se realiza de forma automatica,
por lo que el temporizador generara una secuencia de interrupciones periddica, con un periodo que
depende del valor a que se pongan los registtos RCAP2H y RCAP2L antes de poner en
funcionamiento el temporizador. Cada una de la interrupciones generadas debe llamar a una subrutina
que realice el proceso de conversion de los convertidores A/D y D/A.

Segun la figura 6.19, si el pedo de muestreo debe ser de 1 mseg, considerando que a 1MHz el
periodo de la sefial base para el temporizador es jgked, el valor que los registros de recarga
RCAP2H y RCAP2L debe ser tal que cada vez que el temporizador cuente 1000 pulsos genere una
interrupcién, lo que implica que RCAP2H=FCH y RCAP2L= 17H, es decir, el temporizador
comenzara a contar desde la posicion de recarga (TH2= FCH y TL2 = 17H) e ira incrementandose
hasta llegar a rebasamiento (TH2 = FFH y TL2=17H), lo que causara una interrupcion y la
autorecarga de RCAP2H y RCAP2L en TH2 y TL2, respectivamente.

En la figura 6.17, en lugar del microcontrolador SAB80C515 se puede utilizar un microcontrolador de
16 bits de la familia MCS-96, puesto que estos microcontroladores también incorporan un conversor



372 Teoria de control. Disefio electronico

A/D interno de 10 bits, con un multiplexor analdgico de 8 canales también. Las caracteristicas
principales de esta familia de microcontroladores son:

- Versiones con 8k o 16kbytes de memoria EPROM.
- Memoria RAM interna.

- 5 puertos de E/S de 8 bits cada uno.

- 2 temporizadores/contadores de 16 bits cada uno.
- 20 fuentes de interrupcion.

- Convertidor A/D de 10bits con S/H.

- Multiplexor anal6gico de 8 canales.

- Salida de modulacién de anchura de pulsos PWM.

- 232 registro internos.

Los microcontroladores de la familia MCS-96 se pueden utilizar, de forma similar a la del
SAB80C515 en el esquema de la figura 6.17, con la ventaja de ser un microcontrolador de 16 bits y
las mayores prestaciones de computacion que representa.

6.3 Autdmatas programables.

Un autdmata es un equipo electronico programable en el la arquitectura, el sistema operativo y el
lenguaje de programacion estan disefiados para controlar, en tiempo real y en un ambiente industrial,
procesos secuenciales. De esta forma un autdbmata programable dispone de un sistema de exploracién
ciclico de las entradas y salidas, de una rapida resolucién de operaciones légicas y aritméticas sencillas
y de un lenguaje de programacion facil.

oo
_I oo
CAPTADORES ACCIONADORES

R PROCESO A CONTROLAR

Fig. 6.20 Lazo de control mediante un autdmata programable.
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6.3.1 Evolucidn de los autdmatas programables.

En la mitad de la década de los afios 60, la empresa General Motors se preocupa por los elevados
costes de los sistemas de control a base de relés, la poca flexibilidad para adaptarse a las necesidades
de produccién y el elevado tiempo de averias. Esto hace que General Motors contacte con Digital
Corporation para la busqueda de un sistema de control que solventase estos problemas y que
respondiera, entre otros, a los siguientes requerimientos:

e Adaptacién al medio industrial.

< Sistema programable en lenguaje asequible al personal de operacién y mantenimiento de
la planta.

< Facil mantenimiento, reutilizables y de alta fiabilidad.

De este modo nace el primer autdmata programable que utilizaba memoria de ferritas y un procesador
cableado a base de integrados, constituyendo la CPU. Su utilizacion se centr6 en la sustitucion de los
armarios de relés que controlaban procesos tipicamente secuenciales.

En la década de los afios 70 se incorpora la tecnologia del microprocesador, lo que permite aumentar
las prestaciones:

e Operaciones aritméticas y manipulacién de datos.

« Entradas y salidas anal6gicas. Control de posicionamiento.
e Comunicacién con ordenadores y periféricos.

* Mejora de los lenguajes de programacion.

Las aplicaciones se extienden al control de procesos , ya que gracias a las entradas y salidas analogicas
se pueden realizar lazos de regulacion en procesos continuos y no puramente secuenciales.

En la década de los 80 se incorporan masivamente las mejoras de la tecnologia de los
microprocesadores consiguiendo:

« Altas velocidades de respuesta y reduccién de las dimensiones.
e Aparicién de modulos inteligentes (PID)

e Lenguajes gréaficos de programacion.

« Mayor capacidad de diagnosis de funcionamiento.

En la primera mitad de la década de los 90 aparecen diversas tarjetas inteligentes para procesos
especificos y diversos entornos de software para gestionar el funcionamiento de los autématas y el
proceso de la planta, asi como una total integracion del autémata en las redes informaticas.
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En cuanto a la capacidad de direccionamiento de entradas y salidas, los fabricantes han desarrollado

diversas familias que comprenden equipos que van desde 10 E/S, para pequefias aplicaciones y a unos
precios bajos, a grandes equipos capaces de controlar 10000E/S, para grandes procesos industriales,
aunque la tendencia es a distribuir el control del proceso mediante una red de autématas.

6.3.2 Funcionamiento del autémata.

Los automatas utilizan un procesador para gestionar una serie de instrucciones, mediante las cuales se
especifican las acciones de control necesarias en funcién del estado de las variables del sistema. El
hecho de poseer un Unico procesador hace que las instrucciones se ejecuten de manera secuencial,
aunque a una gran velocidad. Estas instrucciones son almacenadas en una memoria que se denomina
memoria de programa. Por otro lado, los datos de entrada y salida son almacenados en otra zona de
memoria reservadas, a las cuales se les suele denamganes del proceso.

6.3.2.1Estructura interna de un autémata.

Los autématas programables poseen una gran diversidad de estructuras internas en funcion del
fabricante, pero de forma general se pueden distinguir los siguientes bloques:

CPU
Imagen del procedo Sistertrja Memoria de
de entrada (IPE) operativo Programa L
( (memoria | |- 779 Cartucho dg
interna (RAM) memoria
Temporizadores ALU ROM) (EPROM/
Contadores | EEPROM)
Marcas
Imagen del procego Unidad de Control |
de salida (IPS) (procesador) Canal
serie
Bus periférico externo
Médulos de
entradas (digitalest Maédulos de
analdgicas) salida (digitales/
analdgicas)
Mddulos
funcionales [~ +— Médulos

Fig. 6.21 Estructura interna de un autémata programable
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e Memoria de programa EIl programa de mando se ubica en la zona de memoria RAM, la cual
posee la caracteristica de que su contenido se puede modificar rapidamente, pero si falla la
alimentacion y no hay bateria tampdn, se pierde dicho contenido. Para conservar un programa del
automata a prueba de fallos de alimentacién, existe la posibilidad de transferirlo a un cartucho de
memoria EPROM o EEPROM.

» Sistema Operativo ( Memoria ROM3I sistema operativo incluye los programas de sistema que
fijan la ejecucion del programa de usuario, la gestion de entradas y salidas, el reparto de la
memoria, la gestién de datos y similares. El sistema operativo es fijo y no se puede modificar.

» Imagenes de proceso: Los estados de sefal de los mddulos de entrada y salida se depositan en la
CPU dentro de las denominadas "Imagenes de proceso". Son zonas reservadas de memoria RAM.
Para médulos de entrada y salida existen imagenes separadas, imagen de proceso de las entradas
(IPE) e imagen de proceso de las salidas (IPS).

« Conector canal serie de comunicacion: En él se conectan los aparatos de programacién, operacion
y observacion. En la mayoria de los autématas es posible formar una red local por medio de esta
via.

» Temporizadores, contadores y marca: Los temporizadores y contadores pueden cargarse, borrarse,
arrancarse y pararse desde el programa. Los valores de tiempo y cuenta se almacenan en zonas
reservadas de la memoria RAM. Otra zona de la memoria RAM permite almacenar informacion,
por ejemplo resultados intermedios, en calidad de marcas.

e Unidad aritmética y légica ( ALU): La unidad aritmética y légica se compone de uno o dos
acumuladores (AC 1 6 AC 2) que procesan las operaciones por bytes y por palabras.

Procesar las
informaciones
en AC1lyAC2

Cargar las
informacione
de la IPE

informaciones
alalPS

« Unidad de control: Siguiendo el programa, llama sucesivamente a las instrucciones contenidas en
la memoria y las ejecuta. La estructura tipica de una unidad de control queda reflejada en la figura
6.22.

» Bus periférico externo: El bus periférico externo constituye la via eléctrica por la que se
intercambian todas las sefiales entre la CPU y los mddulos externos. Existe un abanico muy amplio
de mddulos externos, ya sean de entradas, salidas y funcionales, con diferentes caracteristicas para
adaptarse lo mejor posible a nuestra aplicacién de control.
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programa {}
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instruccioneg
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-—

6.3.2.2Ciclo de datos.

La principal funcion del procesador de un autémata programable es la lectura y ejecucion de las
instrucciones del programa de usuario, mediante la utilizacién de los estados de las entradas, salidas y
variables internas del sistema. La mayoria de los automatas actuales efectlan esta tarea de forma
ciclica y para ello antes de cada ejecucion del programa el bus periférico externo transporta a la IPE
los datos actuales de los médulos de entrada. Simultdneamente se pasan a los médulos de salida los

datos contenidos en la IPS.

—

Ciclo de datos

BUS CONTROL

BUS DIRECCIONES

oo
RO

cC
mm

BUS DATOS

>

Fig. 6.22 Estructura de la unidad de control.

€

Desplazar Datos

Ejecucion del programa Desplazar Daf }s

Pasar a los médulos de salida los Eje de tiempos
datos del registro de desplazamiento

Cargar en el registro de desplazamiento
los datos de los médulos de entrada

Fig.6.23 Ciclo de datos.

>

Como medida de seguridad, existe una vigilancia del ciclo que desconecta el autémata en caso de error
del sistema (perro guardiamatch dog.
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6.3.3 Lenguajes de programacion.

En los autématas programables ( PLC ), las tareas de automatizacion se formulan en programas de
mando. En ellos, el usuario fija mediante una serie de instrucciones como el autémata debe mandar o
regular la instalacién. Existen diversos lenguajes de programacion en funcion del fabricante del
autbmata programable, pero se puede distinguiodwstellos tres formas basicas de representacion

gue son : esquema de contactos, lista de instrucciones y diagrama de funciones.

6.3.3.1Lista de instrucciones.

Esta forma de representacion del programa consiste en un conjunto de cédigos simbdlicos que
corresponden a instrucciones de lenguaje maquina. Es un lenguaje indicado para usuarios
familiarizados con la informatica. Ademas este lenguaje es el Unico utilizable por las unidades de
programacion sencillas, que solo visualizan una o varias lineas de programa simultaneamente. La
estructura que suelen tener estas instrucciones es :

Operacion

Operando
,7

002: U E

32.0
—I; Parametr¢

Direccion relativa
de la direccion en el
maddulo respectivo

Identificador del operar

Fig. 6.24 Estructura de una instruccién para un automata Siemens-Simatic S5.

6.3.3.2Diagrama de funciones.

Consiste en un lenguaje simbolico, en el que las diferentes combinaciones entre variables se
representan por medio simbolos légicos. Este lenguaje de programacién esta especialmente indicado
para usuarios familiarizados con la electronica digital.

Fig. 6.25 Diagrama de funciones
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6.3.3.3Esquema de contactos.

En este tipo de lenguaje, las funciones de mando se representan mediante un esquema con simbologia
circuital, y estd especialmente indicado para técnicos que estén habituados a disefiar sistemas de
control a base de relés. La simbologia utilizada por la mayoria de lenguajes es la correspondiente a la

convencion americana, segin normas NEMA para la representacién de esquemas eléctricos.

O

L1
11

Fig.6.26 Esquema de contactos.

6.3.4 Tipos de instrucciones

El conjunto de instrucciones de los automatas programables se va ampliando continuamente con
nuevas y mas complejas instrucciones especificas de las nuevas aplicaciones que se van incorporando,
como lazos de regulacion PID o lazos de control de Idgica difusa. De forma general, en el conjunto de
instrucciones del autbmata se pueden considerar los siguientes grupos:

* Instrucciones binarias: Son las instrucciones que definen, en el lenguaje utilizado, los operadores
I6gicos de Boole AND, OR, asi como los equivalentes negados.

» Instrucciones de memorias: Instrucciones que permiten memorizar el resultado de la combinacion
obtenido por el procesador. Habitualmente se utilizan basculas S-R o R-S.

» Instrucciones de temporizacion y contaje: Son instrucciones que generan una variable donde la
activacion o desactivacion de la misma esta en funcion del tiempo o del nimero de pulsos.

» Instrucciones aritméticas y de comparacion: Generalmente forman parte de estas instrucciones las
operaciones bésicasuma, resta, mayor, menor e igudrocesadores mas potentes incluyen
operaciones comaultiplicacion, divisiénutilizacion de la notacion en coma flotanégc.

 Instrucciones de transferencia y manipulacion de datos: Es necesario disponer de instrucciones que
permitan trasladar o copiar uno o varios datos contenidos en los registros de la memoria de datos a
otros registros de la misma memoria, 0 bien, en un conjunto de variables numéricas.

» Instrucciones de control del ciclo de ejecucion: Estas instrucciones permiten alterar la ejecucion
secuencial de las instrucciones del programa de control por medio de saltos condicionales o
incondicionales a determinadas secciones del programa principal para realizar secuencias de
instrucciones denominadagbrutinas
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» Instrucciones de comunicacion: Estas instrucciones permiten la transferencia de informacién entre
dos autbmatas, o bien, hacia una impresora u ordenador personal (PC). La comunicacién se realiza
habitualmente por medio de un canal de comunicacion serie.

6.4 Sistemas de instrumentacion y control basados en ordenador

Los ordenadores han pasado a ser de gran utilidad, en algunos casos imprescindibles, dentro de las
areas tecnologicas y cientificas. El campo de la instrumentacion y el control no es ninguna salvedad al
respecto y, de este modo, las computadoras (ordenadores personales, estaciones de trabajo, etc.)
aparecen en cualquier puesto de trabajo relacionado con este campo en continua evolucion. Dentro del
area de la instrumentacion y el control el ordenador aparece como el centro del sistema de
instrumentacion encargado de extraer la informacion de utilidad del mundo fisico que se desea
estudiar: es el encargado de realizar la gestion de las tareas especificas para el control de la
adquisicién de las sefiales (realizacion de consignas y 6rdenes, multiplexacién temporal, etc.), de la
interficie con el usuario (comunicacién, visualiacion y presentacién de resultados), asi como el
elemento extractor de la informacién de las sefales obtenidas mediante el procesado apropiado. El
procesado, de este modo, es el método mediante el cual el ordenador consigue la informacién a partir
de las medidas realizadas en el mundo fisico y mediante un sistema de instrumentacion.

El sistema de instrumentacion se compondra de las siguientes partes:
a) Ordenador
b) Transductores
¢) Actuadores
d) Acondicionadores de sefial
e) Circuiteria de adquisicion de datos
f) Circuiteria de analisis de datos
g) Control
h) Software de instrumentacion

En las partes anunciadas destacan las dos Ultimas: control (g) y software de instrumentacion (h), que
merecen una descripcién mas detallada.

En la figura 6.27 se muestra un diagrama de blogues de un sistema de instrumentacién. Debe indicarse
que existen diversas posibilidades de variacion sobre el sistema trazado, la mas importante de todas
ellas viene dada por el hecho de la posible existencia de una implementacion mediante software del
control (algoritmo de control), en lugar de la implementacién externa al ordenador como se ha
propuesto en este caso concreto.
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ORDENADOR
SOFTWARE DE
INSTRUMENTACION

SENAL CIRCUITERIA DE -
ACONDICIONAMIENTO | —Jgg. ADQUISICION =>
= | sensor | =P DE SERAL DE DATOS

1 CIRCUITERIA DE
i OPERADOR
ACTUADOR | <= | ACONDICIONAMIENTO | g | ~o\rRoL | <= ANALISIS = HUMANO

DE SENAL DE DATOS

PERTURBACIONES

Fig. 6.27 Diagrama de bloques de un sistema de instrumentacién y control.

6.4.1 Sistemas de control

Tradicionalmente se han utilizado los sistemas de instrumentacion para la obtencion de informacion de

las sefiales medidas del mundo fisico. La alta capacidad de tratamiento de informacidn y la potencia de
calculo de los procesadores actuales permite que los sistemas de instrumentacion admitan en
determinados casos la utilizacién de la informacion obtenida para poder actuar sobre el sistema fisico.

En este caso, fig. 6.27, se efectda una accidn de control al existir una realimentacion de sefial sobre el
sistema fisico.

El método o proceso mediante el cual el sistema de instrumentacion obtiene la informacién determina
el tipo de procesado que se utiliza (por ejemplo, procesado en dominio temporal y procesado en
dominio frecuencial). Existir4, normalmente, un preprocesado de la sefial medida con el objetivo de
eliminar o reducir las componentes indeseables de alta frecuencia o, simplemente, para realizar
determinadas operaciones algebraicas previas al procesado. La diferencia mas importante entre el
control y el procesado viene determinado por el uso que recibe la informacion de la sefial procesada;
asi el control basicamente consiste en un procesado simple de la sefial medida conjuntamente con una
sefial consigna o referencia que, normalmente, es generada por el propio algoritmo de control. En el
caso del realizar un control, la sefial obtenida tras este procesado es acondicionada y mediante un
actuador modifica la dindmica del sistema fisico. De este modo, si existe un buen disefio del
controlador, el sistema fisico ofrece una buena respuesta cumpliendo las especificaciones dinamicas y

estaticas requeridas.

Generador =
de Detector de Rectangular Driver
sefia e ; Lab-PC+

Salida Analdgica

Crriver
Lab-PC+
Entrada Analagica

Fig..6.28 Panel frontal del controlador del sistema externo.
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La figura 6.28 muestra un algoritmo de control realizado mediante el software MATLAB, donde se
pueden observar la programacion grafica que caracteriza al software de instrumentacion, el
controlador y las drivers necesarios para realizar la comunicacion con la targeta de adquisicion.

Las caracteristicas mas importantes del sistema de control, implementado en las plataformas que
constituyen los sistemas de instrumentacion basados en ordenador, vienen determandas por la facilidad
de programacién y la versatibilidad del software realizado (facilidad de modificacién, actuacion
directa sin necesidad de realizar compilado del programa de control, visualizacién de resultados,
parametros y variables, comunicacion externa, etc.).

Sin embargo, debe seleccionarse cuidadosamente esta alternativa de implementacién en funcion del
periodo de muestreo requerido al sistema de control. El control del proceso se debe realizar en lo que
se denomina control en tiempo real, esto es, no deben existir retardos aprecibles en la reaccion del
procesador ante eventos externos. Tal y como se ha visto en capitulos anteriores, estos retardos deben
compararse con las constantes de tiempo caracteristicas del sistema fisico que se desea controlar. Asi,
debe seleccionarse adecuadamente la frecuencia de actuacion de la sefial de control y, ésta tiene un
valor maximo limitada por el periodo de ejecucion del algoritmo de control por parte del ordenador.
Este es un punto relevante porque, en conclusion y debido a que la carga gréafica del algoritmo
ralentiza substancialmente su ejecucién, a persar de poseer un software con gran flexibilidad
(comunicacion externa alta resolucion grafica), en algunas aplicaciones se requieren algoritmos de
control muy sencillos necesarios para lograr una frecuencia de muestreo suficiente para los
requerimientos del sistema que se debe controlar.

Como ejemplo, puede indicarse que en el software de instrumentacién LabWindows/CVI puede
capturarse un array de muestras a 60 Kmuestras/seg. con una targeta LabPC+, modo de captura
multimuestra, de modo que pueden procesarse con mucha eficacia sefiales complejas debido a su
elevada capacidad de célculo y a la cantidad de algoritmos de procesado existentes. Sin embargo, Si
debe realizarse una transferencia muestra a muestra, la velocidad de muestreo queda muy limitada,
dado que debe ejecutarse el algoritmo entre cada muestra de salida, lo cual implica utilidad en
sistemas lentos.

6.4.2 Software de instrumentacion

A partir de la descripccion realizada previamente parece necesaria el uso de un entorno adecuado para
gestionar los diferentes pasos requeridos en el sistema de instrumentacio. Este elemento es el software
de instrumentacion. Dos caracteristicas son exigibles en un software de instrumentacion:

» Debe ser capaz de controlar todo el sistema (instrumentos, drivers, comunicacion serie, interficie
con el usuario, control, etc.).

» Debe permitir el disefio personalizado de un instrumento. Dicho instrumento se denominara
instrumento virtual.

El software de instrumentacion, de este modo, gestiona los procedimientos requeridos para realizar la
medida (enviar 6rdenes a los instrumentos para que éstos ofrezcan las sefiales de test y capturen las
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sefiales resultantes del proceso), gestiona aquellos procedimientos necesarios para realizar una
actuacion sobre el sistema fisico (si se realiza un control del mismo) y procesa las sefiales obtenidas
para obtener la informacion objeto de la instrumentacion.

Con el objetivo de facilitar y flexibilizar la generacién y desarrollo de la aplicacion resultado del
software de instrumentacion, aparecen plataformas de soporte con ratinas y herramientas encaminadas
al control de la instrumentacién. Este conjunto de herramientas determina lo que se conoce como
instrumentacion virtual. Entre estos software pueden destacarse el LABVIEW, el LabWindows/CVI y

el HP-VEE. Una de las principales diferencias entre la instrumentacion virtual y el software de
programacion generico viene determinada por la diferencia de programacién, siendo ésta altamente
gréfica en el primer caso. La estructura tipica de un software de instrumentacion virtual consta de los
madulos:

« Interficie gréfica
e Programa de control
» Adquisicién de datos

* Andlisis de datos

= SISTEMA EN LAZ0 ABIERTO | =
+

o GENERADOR DE FUNCIONES
Sefal o genor | npulso

Freouenuia de muavies Fi] Adqui

imussiassogl

zefial [multipuntos]

FRELD

HEEA
DAQ OUTPUTS (Entrada a la planta)

Conades de salids . faNaL R 0w

BB B

B o muesiias

Fiecuencia de muestieo 60000.00
3 e oA il
Gofial syoanids rernraaciog V%
Canal adquisicio Canal de entrada 2 vI

PROCESADO DE SEFIALES N® de muestias [adquinrfextraer] §1l]24 |

SraE EPHTS Sefisiee o visualvard

Canslos do entrada

<] Procesar la sefial adquiridal

DANAL 4

LAMAL B

M

Guardar datos en fichero

iActivar procesado! ﬁ Mo guardar datos en fichero
s
L =
- »

Fig. 6.29 Panel frontal de un instrumento virtual
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Al finalizar el desarrollo de la programacién se obtiene la aplicacion resultante denominada
instrumento virtual. La figura 6.29 muestra el aspecto de un instrumento virtual generado mediante
LabWindows/CVI. Funcionalmente existen dos paneles diferentes: el panel frontal (que representa el
instrumento virtual) y el panel de programacion (donde se programa el instumento virtual mediante
técnicas gréficas). Un instrumento virtual, de este modo, no es mas que un modulo de software que
intenta simular todos los aspectos funcionales de un instrumento real; cuando se ejecuta un programa
gue representa un instrumento virtual, el usuario ve en la pantalla el panel que se corresponde con el
instrumento fisico y permite la visualizacion y el control.

Para la construccion de un panel frontal, se dispone de un libreria de controles, indicadores, graficos,
etc, existiendo la posibilidad de que el usuario genere sus propios elementos. Como ejemplo, puede
observarse, en la figura 6.30, el instrumento virtual denominado PID que ofrece el software de
instrumentacion LABVIEW.

reverse acting [T] -,

manual out [+¥] ———

zetpoint [*%] PID —— output [¥%]
process varable [%] - ... E‘}f df.

auto [T]
Tuning Params mEm:
cycle time [-1] ——

huld [F] ............................

Fig. 6.30 Instrument virtual PID de LabVIEW

6.4.3 Ejemplo de aplicacion

Para mostrar la utilidad de la instrumentacion virtual en el campo del control, se ha realizado una
experiencia consistente en el control de un motor de corriente continua mediante el software de
instrumentacion LABVIEW.

Para lograr este propésito es necesario detectar la velocidad de giro del motor y, para ello, se utiliza un
sensor de efecto Hall, tal y como muestra la figura 6.31.
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Fig. 6.31 Disposicion del acoplamiento entre el motor y el sensor de efecto Hall.

Para realizar el control de la velocidad del motor se ha implementado el sistema de control que
presenta la figura 6.32.

Detector de error
fi i + T
S »- Controlador - —#={ Driver Motor
- Enlace corriente
exterior
0 Qel + Senso
Medida d¢ T
velocidad [<— Enlace — . d? )
exterior condicionadoy
de sefial

Fig. 6.32 Diagrama de bloque del proceso de control.

Por dltimo, se ha implementado el controlador segin las opciones de un caluhwhda o si/no y un

control PID. Debe indicarse que la sefial de consigna, el detector de error y la medida de velocidad se
realizan mediante el software de instrumentacion. La figura 6.33 muestra el instrumento virtual
correspondiente al controlador PID sobre el que el usuario podra programar y modificar los

parametros del controlador.
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Fig. 6.33 Panel frontal del controlador PID
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